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МЕТОДЫ ГЛОБАЛЬНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 
НА ПЕРЕСТАНОВОЧНОМ МНОГОГРАННИКЕ 

В КОМБИНАТОРНЫХ ЗАДАЧАХ НА ВЕРШИННО 
РАСПОЛОЖЕННЫХ МНОЖЕСТВАХ 

Рассмотрена общая постановка задачи оптимизации произ-
вольной функции на дискретном вершинно расположенном мно-
жестве Е с учетом дополнительных функциональных ограниче-
ний. С использованием теории выпуклых продолжений сформу-
лирована эквивалентная на Е задача оптимизации выпуклой 
функции при выпуклых ограничениях-неравенствах. Предложен 
гибридный подход к оптимизации на перестановочном много-
граннике на основе совместного использования метода штрафных 
функций и модификации метода условного градиента. При вы-
полнении достаточно общих условий обоснована сходимость 
предложенного метода к глобальному решению. 

Ключевые слова: вершинно расположенное множество, 
выпуклое продолжение, перестановочный многогранник, ме-
тод штрафных функций, метод условного градиента. 

Введение. В последнее время учитывая расширение средств мате-
матического и компьютерного моделирования, создание новых высоко-
производительных программных продуктов резко возрос интерес к труд-
норешаемым комбинаторным задачам [1–4]. К указанному классу отно-
сятся так называемые задачи евклидовой комбинаторной оптимизации 
[5–7], получившие такое название учитывая то, что исследуемые комби-
наторные объекты рассматриваются в результате их отображения в 
арифметическое евклидово пространство. При этом задачи приобретают 
свою специфику, что позволяет предлагать новые эффективные методы. 

В данной работе рассмотрен класс задач евклидовой комбинатор-
ной оптимизации на так называемых вершинно расположенных множе-

ствах. Речь идет о множествах, которые после отображения в nR  совпа-
дают со множеством вершин своей выпуклой оболочки. Заметим, что, 
одной стороны, произвольное дискретное множество можно представить 
в виде объединения его вершинно расположенных подмножеств. С дру-
гой стороны, задачи оптимизации на вершинно расположенных множе-
ствах обладают рядом интересных свойств, позволяющих по-новому 
взглянуть на возможности современной теории математического про-
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граммирования для их решения. В частности, речь идет о применении 
теории выпуклых продолжений [8] к оптимизации на вершинно распо-
ложенных множествах. Заметим, что к классу вершинно расположенных 
относятся множества перестановок с повторениями и без повторений 

при их отображении в nR .  

Цель данной статьи — разработка методов оптимизации на пе-
рестановочном многограннике с учетом специфики евклидового 
множества перестановок и свойств функций, заданных на них.  

Постановка задачи и методы ее решения. Пусть nE R  — ко-
нечное множество точек арифметического евклидового пространства.  

Рассмотрим следующую задачу дискретной оптимизации: 
   minf x  , (1) 

   '0,  i lg x i J  , (2) 

   '0, \ i l lg x i J J  , (3) 

 x E , (4) 

где функции    , ,  i lf x g x i J  определены на E . Здесь и далее 

обозначим  1,...,lJ l . 

Выделим класс множеств nE R , удовлетворяющих условию 
  E vert conv E , (5) 
т. е. совпадающих со множеством вершин своей выпуклой оболочки. 

Такие множества будем называть вершинно расположенными.  
Функции, определенные на вершинно расположенных множест-

вах, обладают следующим важным свойством. 

Теорема 1 [8]. Для любой функции 1:f E R  существует диффе-

ренцируемая сильно выпуклая функция  1:   f conv E R , такая, что 

      f x f x  для любых x E .  (6) 

Для функций, удовлетворяющих на множестве Е условию (6), 
будем использовать обозначение  

     
E

f x f x . (7) 

Функцию   f x , заданную на множестве X conv E  и удовле-

творяющую условию (7), назовем продолжением функции  f x  на Х. 

Если при этом функция   f x  выпукла (сильно выпукла, дифференци-

руема) на выпуклом множестве Х, то будем говорить о выпуклом 
(сильно выпуклом, дифференцируемом) продолжении  f x  на Х. 
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Осуществим следующие эквивалентные преобразования задачи 
(1)–(5). Представим ограничения-равенства (3) в виде: 

 
 

  '

0,

0, \ .

 

 

i

i l l

g x

g x i J J



  
 (8) 

Построим дифференцируемые выпуклые продолжения на convE  

для функции  f x  и функций, стоящих в левых частях ограниче-

ний (2), (8): 

   
E

F x f x , 

    ,  i i lE
h x g x i J  , 

    , \ i i l m lE
h x g x i J J  , 

где 2 'm l l  . Тогда с учетом теоремы 1 имеет место следующее 
утверждение. 

Теорема 2. Задача (1)–(5) эквивалентна задаче: 
   minF x  , (9) 

   0,  i mh x i J  , (10) 

 x E vert conv E  , 

где    , ,  i mF x h x i J  — выпуклы и дифференцируемы на conv E .  

Рассмотрим в качестве множества Е следующее евклидовое 
комбинаторное множество. Пусть  
  1,..., nA a a  — (11) 

множество n  действительных чисел, среди которых s  различные.  
Не теряя общности, будем полагать, что 

 1 1,  i i na a i J   . (12) 

Множество (11) порождает множество nsE , элементами которого 

являются упорядоченные наборы  1,..., nx x x , где ,  
ii nx a i J  , а 

 1,..., n    — перестановка первых n  натуральных чисел. Если все 

элементы множества A  различны, то такое множество называется евк-
лидовым множеством перестановок. Если же множество А содержит 
одинаковые элементы, то имеем евклидово множество перестановок с 
повторениями. 

Евклидовые множества перестановок и перестановок с повторе-
ниями достаточно хорошо изучены [5–7]. Отметим тот важный факт, 
что они являются вершинно расположенными. Следовательно, на эти 
множества распространяются утверждения теорем 1, 2. При этом для 



Серія: Фізико-математичні науки. Випуск 15 

155 

построения дифференцируемых выпуклых и сильно выпуклых про-
должений функций, фигурирующих в указанных теоремах, предло-
жен ряд конструктивных приемов [7–10]. 

Выпуклой оболочкой множества nsE  является так называемый 

перестановочный многогранник ns  [5–7, 11]. Известно, что он опи-

сывается следующей системой линейных уравнений и неравенств:  

 
1 1

n n

i i
i i

x a
 

  ; 
1

i i
i i

x a


 
  , nJ  , n  , (13) 

где   — мощность множества  .  

Рассмотрим оптимизационную задачу вида (9), (10), (13), где 
функции    , ,  i mF x h x i J  — выпуклые и дифференцируемые на 

ns . Предлагается следующий гибридный подход к решению по-

ставленной задачи оптимизации, совместно использующий метод 
штрафных функций и модификацию метода условного градиента. 

Зададим семейство зависящих от некоторого параметра k  

функций  , kx  , 1, 2,...k  , определенных на ns  и удовлетво-

ряющих классическим требованиям для штрафных функций. В соот-
ветствии с общей схемой метода штрафных функций [12, 13] зададим 

последовательности штрафных коэффициентов   1k k 


 и чисел 

  1k k 


, такие, что 
1

lim 0, lim 0 kk kk


 
  . 

При каждом k  выберем точку kx , удовлетворяющую условию: 

        , min ,
ns

k k
k k kx

F x x F x x    


      . (14) 

Конкретизируем задачу (14) и положим  

      2

1

, max 0,
m

k k i
i

x h x  


    . (15) 

Для реализации метода штрафных функций с функцией штрафа 
вида (15) необходимо решать последовательность задач 

       2

1

, max 0,
m

k k i
i

x F x h x 


       

на перестановочном многограннике ns , т. е. 

  , min,  k nsx x   , (16) 

где множество ns  задается системой (13). 
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Таким образом,  arg min ,
x ns

k
kx x 


  . 

Тогда предельная последовательность решений  
1

k
k

x



, пост-

роенная в соответствии с условием (14), сходится к решению зада-
чи (9), (10), (13). 

Остановимся на вопросе решения задачи (16). Нетрудно видеть, 
что речь идет о минимизации выпуклой дифференцируемой функции 
на множестве, заданном системой линейных ограничений (13). Одна-
ко количество ограничений неполиномиально и имеет в общем слу-

чае оценивается числом 2n . Поэтому для больших размерностей 
применение классических методов решения оптимизационных задач 
на перестановочном многограннике ns  существенно затруднено. 

Вместе с тем задача оптимизации линейных функций на ns  

обладает следующим интересным свойством. 

Минимум линейной функции  
1

n

i i
i

x c x


   на множестве ns  

достигается в точке  * * *
1 ,..., nx x x , где * ,  

i i nx a i J   , а 

 1,..., n    — перестановка первых n  натуральных чисел, такая, 

что 
1 1,  

i i nc c i J     . Указанное свойство позволяет предложить 

следующую модификацию метода условного градиента [12, 13] для 
решения задачи (16). Как известно, на каждом шаге данного итераци-
онного метода при определении направления убывания функции ре-
шается вспомогательная задача оптимизации линейной функции, ко-
эффициентами которой являются компоненты градиента функции 

 , kx   в соответствующей точке. В свою очередь, задача оптими-

зации линейной функции на перестановочном многограннике ns  

сводится к упорядочению ее коэффициентов.  
В качестве начальной точки предлагается выбирать внутреннюю 

точку многогранника ns : 

 0 0 0 0
1

1

1
,..., , ,  

n

n i j n
j

x x x x a i J
n 

   . 

Заметим, что в силу выпуклости и дифференцируемости функций 

 , kx  , а также свойств множества ns  и особенностей решения 

вспомогательных линейных задач на нем, можно утверждать о сходимо-
сти итерационного процесса к глобальному решению задачи (16). 
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Выводы и обсуждение результатов. Полученные результаты 
представляют самостоятельный интерес с точки зрения решения ус-
ловных задач оптимизации на перестановочном многограннике с уче-
том функциональных ограничений. С другой стороны, описанные 
задачи можно рассматривать как релаксационные в различных схе-
мах комбинаторной оптимизации. Более того, используя результаты 
по непрерывному функциональному представлению дискретных 
структур, можно выделить новые классы задач комбинаторной опти-
мизации, для решения которых применимы описанные выше гибрид-
ные схемы. В первую очередь речь идет о классе полиэдрально-
сферических множеств, представимых в виде пересечения комбина-
торного многогранника и гиперсферы. Используя уравнение гипер-
сферы при формировании штрафной функции, имеем аналогичную 
постановку задачи и, следовательно, возможность применения пред-
ставленных результатов для решения такого класса задач.  
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НА КОМП’ЮТЕРАХ ГІБРИДНОЇ АРХІТЕКТУРИ 

Запропоновано методологію розв’язування розріджених 
систем лінійних алгебраїчних рівнянь на комп’ютерах гібрид-
ної архітектури, яка використовує алгоритми структурної ре-
гуляризації та декомпозиції розріджених даних для приведен-
ня матриці системи до блочно-розрідженого вигляду. 

Ключові слова: системи лінійних алгебраїчних рівнянь, роз-
ріджені матриці, комп’ютери гібридної архітектури, струк-
турна регуляризація розріджених даних, декомпозиція розрід-
жених даних. 

Вступ. При чисельному моделюванні часто виникають, напри-
клад, при використанні тривимірних моделей, розрахункові (дискре-
тні або напівдискретні) задачі з надвеликою кількістю рівнянь, яка 
може перевищувати 107. Причому дані (матриці) цих задач мають 
розріджену структуру, тобто кількість ненульових елементів значно 
менша (приблизно дорівнює kn, де n — порядок матриці, а k << n ) 
загальної кількості елементів матриці. Зберігання таких даних, не-
зважаючи на розрідженість, потребує значних обсягів комп’ютерної 
пам’яті, які можуть перевищувати 1 Tb. 

Зростання параметрів задач, що розв’язуються, розрахунок на 
комп’ютерах більш повних моделей об’єктів, процесів, явищ вимагає 
відповідного зростання продуктивності комп’ютерів. Вимоги до високо-

© О. В. Попов, О. В. Рудич, 2017



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (Coated FOGRA27 \050ISO 12647-2:2004\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo false
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
    /Arial-Black
    /Arial-BlackItalic
    /Arial-BoldItalicMT
    /Arial-BoldMT
    /Arial-ItalicMT
    /ArialMT
    /ArialNarrow
    /ArialNarrow-Bold
    /ArialNarrow-BoldItalic
    /ArialNarrow-Italic
    /ArialUnicodeMS
    /CenturyGothic
    /CenturyGothic-Bold
    /CenturyGothic-BoldItalic
    /CenturyGothic-Italic
    /CourierNewPS-BoldItalicMT
    /CourierNewPS-BoldMT
    /CourierNewPS-ItalicMT
    /CourierNewPSMT
    /Georgia
    /Georgia-Bold
    /Georgia-BoldItalic
    /Georgia-Italic
    /Impact
    /LucidaConsole
    /Tahoma
    /Tahoma-Bold
    /TimesNewRomanMT-ExtraBold
    /TimesNewRomanPS-BoldItalicMT
    /TimesNewRomanPS-BoldMT
    /TimesNewRomanPS-ItalicMT
    /TimesNewRomanPSMT
    /Trebuchet-BoldItalic
    /TrebuchetMS
    /TrebuchetMS-Bold
    /TrebuchetMS-Italic
    /Verdana
    /Verdana-Bold
    /Verdana-BoldItalic
    /Verdana-Italic
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects true
  /CheckCompliance [
    /PDFX1a:2001
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents suitable for reliable viewing and printing of business documents.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>
    /HEB <>
    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata pogodnih za pouzdani prikaz i ispis poslovnih dokumenata koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 5.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /ConvertColors /ConvertToRGB
      /DestinationProfileName (sRGB IEC61966-2.1)
      /DestinationProfileSelector /UseName
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements true
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MarksOffset 6
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /UseDocumentProfile
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [419.528 595.276]
>> setpagedevice




