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FRAGMENTAL MODEL PLACEMENT PRODUCTION 

A two-dimensional problem of locating production objects in a discrete 
formulation is considered. It is shown that the discrete problem of locating pro-
duction reduces to the problem of covering a graph with stars and has a frag-
mentary structure. To search for an approximate solution of the problem, a mo-
dification of the evolutionary algorithm on permutations with a geometric cros-
sover operator and an ant colony algorithm on a fragmentary structure are pro-
posed. The results of numerical experiment comparison of algorithms are given. 

Key words: fragmented model, task of locating production, evolution-
ary algorithm, geometric crossover, ant colony algorithm. 
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ОЦІНКА ПОХИБКИ ЗАОКРУГЛЕННЯ АЛГОРИТМУ  
ОБЧИСЛЕННЯ ОЦІНКИ СПЕКТРАЛЬНОЇ ЩІЛЬНОСТІ  

У роботі розглянуто ефективні за швидкодією алгоритми об-
числення оцінок спектральних щільностей стаціонарних ергодич-
них випадкових процесів із нульовим середнім значенням. Найча-
стіше для їх обчислення використовують метод прямого перетво-
рення Фур’є з використанням алгоритму швидкого перетворення 
Фур’є (ШПФ). Стаття продовжує дослідження і обґрунтування 
цього методу в напрямку отримання більш якісних оцінок похи-
бок заокруглення. Наведена оцінка похибки заокруглення алгори-
тму обчислення оцінки спектральної щільності. 

Ключові слова: оцінка спектральної щільності, похибка 
заокруглення, швидке перетворення Фур’є. 

Вступ. Швидкі алгоритми розв’язання задач спектрального і ко-

реляційного аналізу випадкових процесів почали з’являтися, в основ-

ному, після 1965 року, коли в обчислювальну практику увійшов ал-

горитм ШПФ [1, 2]. З його появою розроблено ряд обчислювальних 
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алгоритмів прискореного розв'язання деяких задач цифрової обробки 

сигналів, побудовані ефективні за швидкодією алгоритми обчислення 

таких оцінок імовірнісних характеристик об’єктів керування, як оці-

нок згорток, кореляційних функцій, спектральних щільностей стаціо-

нарних і деяких типів нестаціонарних випадкових процесів [2, 3]. 

Постановка задачі та алгоритм розв’язання. Нехай ( )x t  — 

випадковий стаціонарний ергодичний процес з нульовим середнім 

значенням і задана вибірка ( ), 0, 1.x x t N      Для отримання 

оцінки спектральної щільності використовуємо співвідношення [2] 

 
2

ˆ( ) ( ) ,x x k k

h
S k S X

N
  0, 1k N  , (1) 

де h  — крок часу, ˆ ˆ ( )k kX X   — дискретне перетворення Фур’є 

(ДПФ) початкового сигналу ( )x t , ( )k k Nh  , 0, 1k N  . Для об-

числення ˆ
kX , 0, 1k N   будемо використовувати алгоритм ШПФ 

 ˆ ˆ ( )k kX X 
1
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N
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








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де , 0, 1k N   , 
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


 . 

Відомо [2], що евклідова норма оцінки похибки заокруглення алго-

ритму ШПФ обчислення ДПФ  
1

0

ˆ ˆ
N

kX X


  сигналу  
1

0
,

N
x x


  для 

2 , 0N


   — ціле, і класичному правилу заокруглення має вигляд  

 ˆ
ˆ8 1,06 2

X E E
E X





     . (3) 

Величину ( )xS k , 0, 1k N  , що визначається у вигляді співвід-

ношення (1), називають первинною оцінкою спектральної щільності. 

Ця оцінка є досить «грубою», оскільки відбувається велике «просочу-

вання енергії» через бокові пелюстки за рахунок розширення головно-

го пелюстка. Зазвичай прагнуть локалізувати енергію на центральній 

частоті, зменшуючи її «витік» у бокові пелюстки. Цього можна досяг-

ти, помноживши часову послідовності x  на деяке вікно даних (вагові 

послідовності) ( )d d  , 0, 1N   . Тоді отримаємо [2]: 

 , ( ) ( ) ( )d dx x x d x d         , 0, 1N   . (4) 

Спектральна щільність визначається виразом 
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де 
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1 1
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 
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,
ˆ

d kX  — ДПФ сигналу ,dx  , 0, 1N   . 

Вікна даних зменшують відхилення амплітуди і дисперсію сиг-

налу. Це призводить до погіршення оцінки спектра. Для отримання 

асимптотично незміщеної первинної оцінки спектральної щільності 

застосовується ваговий множник Q , який дає спектральне вікно оди-

ничної площі. Отже, якщо застосовується згладжування даних, то 

оцінка спектральної щільності визначається виразом 

 
* * *ˆ ˆ( ) ( ) ( )x x k xS k S S k Q  , (7) 
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Таким чином, зміна спектра, викликана вживанням вікон даних 

компенсується введенням множника 1 Q . 

Для отримання остаточних згладжених оцінок спектральної 

щільності ˆ ˆ( ) ( )x x kS k S  , 0, 1k N  , які мають кращі статистичні 

властивості і придатні для практичного використання, слід провести 

подальше згладжування в частотній області, використовуючи згла-

джуючі функції [2, 3] 

  ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ),x x k xS k S P S k j


  , (8) 

де  ˆ ( ),xP S k j
  — функція, що здійснює згладжування первинної спек-

тральної щільності ˆ ( )xS k


 в частотній області, j  — деякий параметр. 

У роботах [2, 3] наведені сімейства вікон даних і вікон частот, 

які найчастіше застосовуються на практиці. Наприклад, наведені чо-

тири сімейства вікон даних: алгебраїчне, узагальнене косинусоїдаль-

не, гауссове і подібне до кореляційних вікон Хеммінга. Як згладжую-

чі функції P   ˆ ( ),xP S k j
  в частотній області застосовують наступ-

ні: просте згладжування, згладжування з трикутною вагою, згладжу-

вання з косинусоїдальним вікном, усереднення за відрізками реаліза-

ції та комбінований спосіб усереднення за частотами та за відрізками. 

Розглянемо алгоритм, який дозволяє (за ознакою) обчислювати 

або ( )xS k , або 
*
( )xS k , або 

*ˆ ( )xS k , або ˆ ( )xS k , 0, 1k N  , причому в 

ньому можуть бути використані вікна як для даних, так і для час-

тот [2, 4]. Основні кроки алгоритму. 
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Крок 1. «Набивка» L  нулями вихідної послідовності x , 

10, 1N   , так щоб 1 2N N L


   , 0   — ціле, у випадку, як-

що 2N


 . 

Крок 2. Обчислення (за ознакою) ДПФ ˆ
kX , 10, 1k N   отри-

маної послідовності x , 10, 1N   , згідно співвідношення (2) з ви-

користанням алгоритму ШПФ.  

Крок 3. Обчислення ( )xS k , 10, 1k N   згідно співвідношен-

ня (1). Перехід на крок 8. 

Крок 4. Згладжування (за ознакою) отриманої на кроці 1 послідов-

ності ,x  за допомогою вікон даних d , 10, 1N    (див. cпіввідно-

шення (3)) та отримання послідовності ,dx x d    , 10, 1N   . 

Крок 5. Обчислення ДПФ ,
ˆ

d kX  послідовності ,dx  , 

1, 0, 1k N    з використанням алгоритму ШПФ та отримання 

( )xS k


, 10, 1k N   згідно співвідношення (4). 

Крок 6. Обчислення оцінки спектральної щільності 
*ˆ ( )X kS   згідно 

співвідношення (6), 10, 1k N  . Перехід за ознакою на крок 7 або 8. 

Крок 7. Згладжування 
*ˆ ( )xS k , 10, 1k N   (за ознакою) за допо-

могою вікон частот та отримання згладженої оцінки спектральної 

щільності ˆ ( )xS k  згідно співвідношення (7), 10, 1k N  .  

Крок 8. Кінець. 

Основними характеристики наведеного алгоритму обчислення оці-

нок спектральної щільності є точність та обчислювальна складність. В 

роботі основна увага приділена аналізу точності, тобто, отриманню оці-

нок похибок, що супроводжують процес обчислення оцінки спектраль-

ної щільності. Для оцінки точності запропонованого алгоритму обчис-

лення спектральних щільностей дослідимо лише оцінку похибки заокру-

глення ЗE , що виникає при реалізації обчислювального алгоритму на 

комп’ютері для класичного правила заокруглення, для обчислень у ре-

жимі плаваючої коми з   розрядами в мантисі числа.  

Оцінка похибки заокруглення алгоритму обчислення ( )xS k , 

0, 1k N  . Нехай 2 , 0N


   — ціле, ( ), 0, 1x x t N      — 

вибірка стаціонарного ергодичного випадкового процесу ( )x t  з ну-

льовим середнім значенням, ( )fl   — результат обчислення виразу, 
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який стоїть у дужках на ЕОМ у режимі з плаваючою комою з   роз-

рядами у мантисі числа, 
E

  — евклідова норма вектора. Справед-

лива така теорема [5]. 

Теорема 1. Оцінка евклідової норми похибки заокруглення об-

числення ( )xS k , 0, 1k N  , згідно виразу (1) за допомогою алгори-

тму ШПФ для режиму з плаваючою комою з   розрядами у мантисі 

числа має вигляд 

 
2

, 8 1,06 2 1 1,06 2 (16 )
x

З S EE
E h x N

 
 

         
 

. (9) 

Оцінка похибки заокруглення алгоритму обчислення 
*ˆ ( )xS k , 

0, 1k N  . Нехай , ( )d d   , 
,

( )
d d

x xe e


  — похибки заокруглен-

ня, які виникають при обчисленні відповідно d  та ,dx   за допомо-

гою співвідношення (4) в режимі з плаваючою комою з   розрядами 

у мантисі числа, ,
ˆ

d kX  та ˆkd  — ДПФ відповідно послідовностей ,dx   

та d , 0, 1N   , які обчислюються за допомогою ШПФ з похибка-

ми заокруглення відповідно 
,

ˆ ˆ ( )
d k d

X X
E E k  та ˆ ˆ,

( )
d k d

E E k , QE  — 

похибка заокруглення обчислення масштабуючого множника Q . 

Справедлива наступна теорема [6]. 

Теорема 2. Оцінка евклідової норми похибки заокруглення об-

числення оцінки спектральної щільності 
*ˆ ( )xS k , 0, 1k N  , згідно 

співвідношень (4)–(7) за допомогою алгоритму ШПФ, для режиму з 
плаваючою комою з   розрядами у мантисі числа має вигляд  



 

*

2 2
ˆ,

8 1, 06 2 1 1, 06 2

4 2 (8 1, 06 2 1) .

x
QЗ S E E E EE

d E

h
E x d d E

Q

N N

 




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  



      

      
 

 (10) 

Із більш детального аналізу алгоритму ШПФ випливає, що ви-
граш у кількості арифметичних операцій у порівнянні зі стандартним 
способом виходить ще більшим, оскільки багато множників вигляду 

k r

NW  мають в «метеликах» значення 1, i  , завдяки чому виключа-

ються відповідні операції множення. 

Доведено, що при 2N


  оцінка знизу (серед всіх алгоритмів 

обчислення ДПФ) кількості операцій додавання рівна 2log
2

N
N . Іс-

нують також алгоритми і програми обчислення багатовимірного 
ДПФ за допомогою ШПФ. 
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ESTIMATION OF THE ROUNDING ERROR  
OF THE ALGORITHM FOR CALCULATING THE ESTIMATE  

OF THE SPECTRAL DENSITY 

The estimation of the rounding error of the algorithm for calculating 

the estimate of the spectral density are developed.  
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Fourier Transform. 
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