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A MODIFIED EXTRA-GRADIENT METHOD WITH BREGMAN 
DIVERGENCE FOR VARITIONAL INEQUALITIES 

A new method of extra-gradient type for the approximate solution of varia-
tional inequalities with pseudo-monotone and Lipschitz-continuous operators 
acting in a finite-dimensional linear normed space is proposed. A theorem on 
the convergence of the method is proved and, in the case of a monotone opera-
tor, non-asymptotic estimates of the effectiveness of the method are obtained. 

Key words: variational inequality problem, monotonicity, pseudo-monoto-
nicity, Lipschitz condition, extra-gradient method, Bregman divergence. 
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МЕТОД РОЗВ’ЯЗАННЯ СИСТЕМ БІТОВИХ РІВНЯНЬ  
НА ОСНОВІ ПРИНЦИПУ ГІЛОК ТА ГРАНИЦЬ 

Розв’язання систем рівнянь над бітовими полями є актуаль-
ною задачею для галузей криптографії, теорії завадостійкого ко-
дування інформації, роботехніки, астрофізики та інших областей. 
У даній статті запропоновано метод розв’язування бітових рів-
нянь, що базується на методології гілок та границь (branch-and-
bound). Запропонована методологія вже буда використана авто-
рами для розв’язання систем нелінійних алгебраїчних рівнянь. 
Метод може бути використаний не тільки для систем бітових рів-
нянь, а також і для розв’язання систем бітових рівнянь над дові-
льними скінченними полями Галуа GF(n). Важливою особливіс-
тю запропонованого методу є те, що він дозволяє знайти усі 
розв’язки системи бітових рівнянь при будь-якому співвідношен-
ні кількості змінних та кількості рівнянь. У статті наведено алго-
ритм, що реалізує послідовність дій, необхідну для реалізації за-
пропонованого методу розв’язування систем бітових рівнянь. Ал-
горитм виконує послідовне зниження порядку системи (кількості 
змінних). Запропонована методика є спорідненою до методики 
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Constrained Propagation, що використовується у задачах розв’язан-
ня систем нелінійних алгебраїчних рівнянь та задач глобальної 
мінімізації функцій. Також у статті наведено чисельні приклади, 
що демонструють роботу метода при розв’язанні систем бітових 
рівнянь у випадку квадратичних нелінійностей. При цьому також 
досліджені різні комбінації кількості рівнянь та кількості невідо-
мих, а також окремо розглянуто випадок розрідженої системи рів-
нянь. Показано, що метод має перевагу в кількості операцій перед 
методом прямого перебору можливих розв’язків системи рівнянь. 

Ключові слова: бітові рівняння, метод гілок та границь.  

Вступ. Розв’язання рівнянь над бітовими полями — актуальна 
задача, зокрема для криптографії, теорії завадостійкого кодування, 
роботехніки та інших областей [1]. Для розв’язання цієї задачі вико-
ристовуються багато різних підходів, включаючи лінеаризацію сис-
тем рівнянь, алгоритми, що базуються на базисі Гребнера [2], методи 
прямого перебору та інші.  

У статті запропоновано метод розвязування бітових рівнянь виду 

 1( ,..., ) 0, 1,...,i nf x x i m   (1) 

над полем (2)GF , тобто {0,1},1ix i n   . 

Запропонований метод розвязання систем (1) базується на 
методології гілок та границь (branch-and-bound) [3], яка вже була за-
стосована авторами в роботі [4] для розв’язання систем нелінійних 
алгебраїчних рівнянь. Особливістю методу є те, що він дозволяє 
знайти усі розв’язки системи бітових рівнянь при будь-якому спів-
відношенні кількості змінних та кількості рівнянь. 

Опис алгоритму. Отже, ми розглядаємо систему рівнянь (1). На 

початку, пов’яжемо із змінними 1,..., nx x  вектор стану 1( ,..., )nx x , ко-

жна з координат якого може приймати значення «0», «1» и «2». Зна-
чення «0» та «1» є фіксованими, а значення «2» означає, що відповід-
на змінна може приймати одно з можливих значень: «0» чи «1».  

На початку роботи алгоритму вектор розв’язків цілком склада-

ється із значень «2»: 1( ,..., ) (2,..., 2)nx x  . В процесі роботи алгоритму 

вектор стану, в якому є змінна, що приймає значення «2», замінюєть-
ся на два вектори, в кожному з яких ця змінна приймає значення «0» 
та «1» відповідно. У результаті, розмірність (кількість невідомих) 
системи (1) знижується, щонайменше, на одиницю. Після підстанов-
ки значень «0» чи «1» в кожне з рівнянь можливі наступні варіанти. 

1. Якщо ми отримали рівняння 1 = 0, то даний вектор змінних має 
бути відкинутим. Робота алгоритму по даній гілці зупиняється. 

2. Якщо ми отримали рівняння 0 = 0, то усі значення змінних, суміс-

ні із даним вектором, є розв’язком для даного рівняння. Викону-

ється перехід до аналізу наступного рівняння. 
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3. Якщо поточне рівняння можна представити у вигляді 

1( , ..., ) 1j nx g x x  , то робиться висновок, що 1jx  .  

4. Якщо поточне рівняння можна представити у вигляді 

1(1 ) ( ,..., ) 1j nx g x x  , то робиться висновок, що 0jx  .  

5. Якщо перераховані умови не виконуються для жодного з рівнянь 

та у векторі стану присутнє, щонайменше, одне значення «2» 

(тобто 2kx   для деякого індексу k ), то вектор стану 1( ,..., )nx x  

замінюється на два вектори, в яких значення k -ї координати дорі-

внює «0» та «1» відповідно. 

Експериментальні результати. У даному дослідженні ми розг-

лядаємо випадок, у якому функції if  є квадратичними: 

 1

1 , 1

( ,..., ) ; 1,...,
n n

i n i ik k ikl k l

k k l

f x x a b x c x x i m

 

      (2) 

де , , {0,1}i ik ikla b c  . Не втрачаючи загальності розглядання, можна 

припустити, що 0,ijc i j  . 

На початку роздивимось простий приклад, що являє собою сис-

тему із одного рівняння з трьома змінними: 

 1 2 1 2 1 3 2 3 1 0x x x x x x x x      . (3) 

Діаграма розв’язання рівняння (3) за допомогою запропонованого 

алгоритму зображена на рисунку. Як видно, отриманими розв’язками 

рівняння (3) є 1 2 3{ 0, 1, 0}x x x   , 1 2{ 1, 0,x x  3 0}x  , 1 2{ 1, 1}x x   

(для останнього розв’язку третя координата може приймати довільне зна-

чення). Також зазначимо, що кількість гілок (тобто підстановок) в дереві 

складає 4, що є меншим, ніж для прямого перебору розв’язків ( 3
2 8 ).  

 
Рисунок. Діаграма роботи методу при розв’язанні рівняння (3) 
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Зазначимо, що якщо додати до системи (3) ще одне рівняння  

1 2 1 2 1 3 2 3

1 2 3 1 2

1 0;

0,

x x x x x x x x

x x x x x

     


   
 

то ми отримуємо лише один розв’язок 1 2 3{ 1, 1, 1}x x x    за рахунок 

усього двох підстановок.  

Як інший приклад розглянемо систему (2) з коефіцієнтами, що з 

рівною ймовірністю приймають значення «0» та «1». Залежність кі-

лькості розв’язків ( sN ) та кількості підстановок алгоритму ( bN ) від 

параметрів 16, 16m n   наведено у табл. 1. 

Таблиця 1 

( , )m n  
b

N  sN  

(16,16) 12193 1 

(12,16) 13133 15 

(8,16) 12985 271 

(8,16) 12985 271 

Зазначимо, що кількість гілок (підстановок) у будь-якому випад-

ку є меншою, ніж для прямого перебору розв’язків ( 16
2 65536 ). 

Тепер розглянемо випадок розрідженої матриці { }iklC c  із фо-

рмули (2). Коефіцієнт заповнення розрідженої матриці становив 

2.6 %. Залежність кількості розв’язків та кількості підстановок алго-

ритму від параметрів ( , )m n  наведено у табл. 2. 

Таблиця 2 

( , )m n  
b

N  sN  

(16,16) 2735 1 

(12,16) 2185 11 

(8,16) 6575 242 

У цьому випадку ми також спостерігаємо, що кількість гілок (підс-
тановок) у будь-якому випадку є меншою, ніж для прямого перебору 

розв’язків ( 16
2 65536 ). Залежність кількості розв’язків ( sN ) та кілько-

сті підстановок алгоритму ( bN ) від параметрів 16, 16m n   наведено 

у табл. 2. 

Висновки. У статті запропоновано метод розв’язування бітових 
рівнянь, що базується на методології гілок та границь (branch-and-
bound), а також алгоритм, що реалізує послідовність дій, необхідну 
для реалізації запропонованого методу. Наведено чисельні приклади, 
що демонструють роботу методу при розв’язанні систем бітових 
рівнянь у випадку квадратичних нелінійностей. Показано, що метод 
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має перевагу у кількості операцій перед метод прямого перебору 
можливих розв’язків системи рівнянь. 

Метод може бути узагальнений для розв’язання рівнянь над по-

лями ( ), 2GF n n  . 

Подяка. Семенов В. Ю. висловлює подяку професору Віденсь-

кого університету А. Ноймайеру за важливі поради при виконанні 

цього дослідження.  
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METHOD FOR THE SOLUTION OF SYSTEMS OF BIT 
EQUATIONS BASED ON BRANCH-AND-BOUND PRINCIPLE 

Solution of systems of bit equations is an important task for the cryptog-

raphy, theory of error-correction coding, information coding, robotechnics, 

astrophysics and other fields. In this paper we propose a method for the solu-

tion of bit equations based on the branch-and-bound methodology. The pro-

posed methodology was already used by the authors for the solution of sys-

tems of nonlinear algebraic equations. The method can be applied not just for 

the systems of bit equations, but also for the equations over arbitrary finite 

Galois field GF(n). The important feature of proposed method is that it al-

lows to find all solutions of system of bit equations for any combination of 

number of equations and number of variables. The algorithm for the imple-

mentation of the proposed method is given. The algorithm performs subse-

quent decreasing of the order of the system (i. e. number of variables). The 

proposed methodology is close to the method of Constrained Propagation 

which is used for the solution of the systems of nonlinear equations and 

global minimization tasks. Numerical examples demonstrating the applica-

tion of the method to the solution of systems of quadratic bit equations is also 

shown. Different combinations of the number of variables and the number of 

equations are considered. It is shown that the method has advantage over the 

direct search approach for the solution of the system of bit equations.  

Key words: bit equations, branch-and-bound. 
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