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ПРО ОБМЕЖЕНІСТЬ ГЛОБАЛЬНОГО РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧІ 
КОШІ ДЛЯ НЕСКІНЧЕННОЇ СИСТЕМИ НЕЛІНІЙНИХ 

ОСЦИЛЯТОРІВ НА ДВОВИМІРНІЙ ҐРАТЦІ 

Стаття присвячена вивченню нескінченновимірної гамільто-
нової системи, яка описує нескінченну систему лінійно зв’язаних 
нелінійних осциляторів на двовимірній ґратці. Ця система пред-
ставляє собою зчисленну систему звичайних диференціальних рі-
внянь. Цю систему зручно розглядати як диференціально-
операторне рівняння у гільбертовому просторі двохсторонніх по-
слідовностей. Розглядається задача Коші для таких рівнянь у да-
ному просторі. Раніше було доведено, що ця задача за певних 
умов має єдиний локальний і глобальний розв’язки. Локальна 
розв’язність випливає зі стандартних результатів для диференціа-
льних рівнянь у банахових просторах. Основними умовами тут є 
просторова періодичність коефіцієнтів оператора лінійної взаємо-
дії осциляторів та неперервність за Коші нелінійності (яка визна-
чається як похідна зовнішнього потенціалу системи осциляторів). 
Для встановлення глобальної розв’язності було використано по-
дання даної системи у гамільтоновому вигляді. Нагадаємо, що з 
фізичної точки зору гамільтоніан представляє собою повну енер-
гію системи, тобто суму кінетичної і потенціальної енергії. Осно-
вними умовами, крім згаданих вище, тут є недодатність оператора 
лінійної взаємодії між осциляторами та напівобмеженість знизу їх 
потенціалів. Однак, залишилось відкритим питання, чи є глобаль-
ний розв’язок обмеженим. У цій статті встановлено, що за тих са-
мих умов існування глобального розв’язку, якщо оператор ліній-
ної взаємодії недодатний, а зовнішній потенціал на нескінченнос-
ті є нескінченно великим (рівномірно за обома просторовими 
змінними), або ж оператор лінійної взаємодії є від’ємно визначе-
ним, то цей розв’язок обмежений для будь-яких початкових даних 
з даного простору послідовностей. Для доведення було викорис-
тано той факт, що гамільтоніан системи на початкових даних збе-
рігає стале значення. 

Ключові слова: нелінійні осцилятори, двовимірна ґратка, 
задача Коші, глобальний розв’язок.  

Вступ. Нескінченновимірні гамільтонові системи широко викорис-

товуються для моделювання складних квантових явищ. Зокрема, остан-

нім часом значну увагу приділяють моделям, дискретним за просторо-
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вою змінною. Серед рівнянь, які описують такі моделі, найбільш відо-

мими є рівняння ланцюгів осциляторів, дискретне рівняння sin-Ґордона, 

система Фермі-Пасти-Улама, дискретне нелінійне рівняння Шредінгера.  
Серед розв’язків таких систем особливої уваги заслуговують біжучі 

хвилі. У статтях [2; 4; 5; 13; 17; 20; 21] досліджено питання існування 
біжучих хвиль в системах осциляторів на двовимірній ґратці. В той же 
час для систем Фермі-Пасти-Улама на двовимірній ґратці відомі декіль-
ка праць [6; 18], в яких отримано умови існування періодичних та відо-
кремлених біжучих хвиль. В статтях [3; 9; 15; 16] вивчались бiжучi хвилi 
для дискретного рівняння sin-Ґордона на двовимірній ґратці.  

У статтях [1; 24] вивчалися періодичні розв’язки в системах ос-
циляторів на двовимірній ґратці. 

Ще одним важливим класом розв’язків є стоячі хвилі. В статтях 
[7; 8; 11] досліджувалось питання існування стоячих хвиль для дис-
кретних нелінійних рівнянь типу Шредінгера на двовимірній ґратці. 
В статтях [22] і [23] досліджувалася задача дискретних нелінійних 
рівнянь типу Шредінгера на одновимірній ґратці. 

Питання коректності задачі Коші для систем осциляторів вивча-
лося в статтях [10; 12; 14; 19]. 

Метою статті є одержання умов обмеженості глобального 
розв’язку задачі Коші для нескінченної системи лінійно зв’язаних 
нелінійних осциляторів на двовимірній ґратці.  

Постановка задачі. У цій статті вивчаються рівняння, які опи-
сують динаміку нескінченної системи лінійно зв’язаних нелінійних 
осциляторів, розміщених на цілочисловій двовимірній ґратці. Нехай 

 ,n mq t  — узагальнена координата  ,n m -го осцилятора в момент 

часу t . Передбачається, що кожний осцилятор лінійно взаємодіє з 

чотирма своїми найближчими сусідами. Тоді рівняння руху системи, 
що розглядається, мають вигляд 
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Рівняння (1) представляють собою нескінченну систему звичай-
них диференціальних рівнянь. 

Розглядаються такі розв’язки системи (1), що 

 ,
,
lim ( ) 0,n m

n m
q t


  (2) 

тобто осцилятори знаходяться в стані спокою на нескінченності.  

Потенціал , ( )n mU r  запишемо у вигляді 
, 2

, ,( ) ( )
2

n m

n m n m

d
U r r V r    

і покладемо , , 1, , , 1 , .n m n m n m n m n m n mc d a a b b       Тоді рівняння (1) 

матиме вигляд 
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Враховуючи граничні умови (2), це рівняння зручно розглядати 
як диференціально-операторне рівняння 

 ( ),q Aq B q   (4) 

де 

  1, 1, , 1, , 1 , 1 , , 1 , ,,
,n m n m n m n m n m n m n m n m n m n mn m

Aq a q a q b q b q c q           

(такі оператори вивчалися в [6, с. 597]), а нелінійний оператор B  
визначається формулою 

    , ,,
( ) n m n mn m

B q V q  (5) 

у просторі  2 2 2
l l  дійсних послідовностей  ,n mq q  зі скаляр-

ним добутком 

        1 2 1 2

, ,

,

, .n m n m

n m

q q q q



   

Норму в  2 2 2
l l  позначатимемо  .  

Далі нам також знадобиться простір l
  — банахів простір об-

межених послідовностей з нормою 

,
,

sup .n ml
n m

q q



  

Зауважимо, що рівняння (3) у просторі 2
l  можна подати у гамі-

льтоновому вигляді 

 
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, ,

, ;

q

p

p H p q

q H p q

 

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з гамільтоніаном 

      
2

, ,

,

1
, , ,

2
n m n m

n m

H p q p Aq q V q



     

де p q .  

За означенням, розв’язком рівняння (4) вважається двічі непере-

рвно диференційовна функція від t  зі значеннями в 2
l .  

Припускається, що виконуються умови:  

( )i  послідовності  ,n ma  і  ,n mc  дійсних чисел обмежені;  

 ii  , ( )n mV r  — функція класу 1
C  на , причому , ,(0) (0) 0n m n mV V    

і для будь-якого 0R   існує таке   0C C R  , що для всіх 

,n m  
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 , 1 , 2 1 2 1 2( ) ( ) , , .n m n mV r V r C r r r r R      (6) 

З умови ( )i  випливає, що A  є обмеженим самоспряженим опе-

ратором в 2
l  (див., наприклад, [6, с. 509]). 

Задача Коші для рівняння (4) полягає у знаходженні розв’язку, 

який задовольняє початкові умови:  

 
(0) (1)

(0) , (0) .q q q q   (7) 

Основний результат. У статті показано, що за виконання умов 

( ), ( )i ii , якщо ( )q t  — розв’язок рівняння (1) зі значеннями в 2
l , то 

         1 0
, , .H q t q t H q q const   

Справедлива така теорема. 

Теорема 1. Нехай виконуються умови  i ,  ii  та оператор A  

недодатний, тобто  , 0Aq q   для будь-якого 
2

q l . Крім того, не-

хай виконується одна із наступних умов:  

 a  , ( ) 0n mV r   для всіх ,n m  і ;r   

 b  існує така неспадна функція ( ),h   визначена для 0  , що 

lim ( )h





   і  , ( )n mV r h r  для всіх ,n m  і .r   

Тоді для будь-яких початкових даних 
(0) (1) 2

,q q l  задача (4), 

(7) має єдиний розв’язок, визначений при всіх .t  

Наступна теорема, яка встановлює обмеженість глобального 

розв’язку задачі Коші, є основним результатом цієї статті: 

Теорема 2. Нехай виконуються умови    ,i ii  та , ( ) 0n mV r   

для всіх   2
,n m   і .r   Тоді 

 a  якщо оператор A  недодатний та  ,lim n m
r

V r


   (рівномірно 

по   2
,n m  ), то єдиний розв'язок задачі (4), (7) з початковими 

даними початкових даних 
(0) (1) 2

,q q l  є обмеженою функцією 

на зі значеннями в l
 . Крім того, якщо для деякого 2s   існу-

ють 0R   і 0c   такі, що 

    , , ,
s

n mV r c r r R R     і   2
, ,n m   (8) 

то розв’язок є обмеженою функцією на  зі значеннями в s
l . 
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 b  якщо оператор A  від’ємно визначений, тобто то єдиний роз-

в'язок задачі (4), (7) з початковими даними початкових даних є 

обмеженим на  зі значеннями в 2
l . 

Доведення. У випадку  a  маємо 

 

           

  
 

    
2

2

0 1

, ,

,

1
, ,

2

, ,n m n m

n m

H q t q t q t Aq t q t

V q t H q q



   
  

 
 (9) 

оскільки гамільтоніан H  зберігає своє значення. Звідси, в силу недо-

датності оператора A  та невід’ємності потенціалу ,n mV , маємо 

       0 1

, , , .n m n mV q t H q q  

А це означає, що існує стала 0C  така, що  ,n mq t C  для всіх 

t  і   2
,n m  , оскільки  ,lim n m

r
V r


   рівномірно по відно-

шенню до   2
,n m  . 

Доведемо тепер другу частину твердження  a . Умова 

 ,lim n m
r

V r


   означає, що якщо нерівність (8) виконується для 

деякого 0R  , то вона виконується і для будь-якого 0R   з констан-

тою 0c  , яка залежить від R . За першою частиною твердження 

існує 0R   таке, що  
l

q t R

  для всіх t . Таким чином, вра-

ховуючи (9) і (8), маємо 

 
 

    
2

0 1

,

,

,
s

n m

n m

с q t H q q



  

для всіх t . А це й означає, що 
s

q l . 

У випадку  b  рівність (9) та від’ємність оператора A  означа-

ють, що 

      
2 0 1

,q t H q q   

для всіх t . А це й означає, що 
2

q l . Теорему доведено. 

Висновки. У статті одержано результат про обмеженість глоба-

льного розв’язку задачі Коші для нескінченної системи лінійно 

зв’язаних нелінійних осциляторів на двовимірній ґратці.  
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ON THE BOUNDEDNESS OF THE GLOBAL SOLUTION  
OF CAUCHY PROBLEM FOR INFINITE SYSTEM  
OF NONLINEAR OSCILLATORS ON 2D-LATTICE 

This article is devoted to the study of an infinite-dimensional Hamiltoni-

an system, which describes an infinite system of linearly coupled nonlinear 

oscillators on a two-dimensional lattice. This system is a counteble system of 

ordinary differential equations. It is convenient to consider this system as a 

differential-operator equation in Hilbert space of two-way sequences. The 

Cauchy problem for such equations in this space is considered. Previously, it 

has been proven that under certain circumstances this problem has a unique 

local and global solution. Local resolution follows from the standard results 

for differential equations in Banach spaces. The basic conditions here are the 

spatial periodicity of coefficients of the operator of linear interaction of oscil-

lators and the Cauchy continuity of nonlinearity (which is defined as a deriv-

ative of the on-site potential of the oscillator system). This system, in Hamil-

ton view, was used to establish global resolution. Recall that from a physical 

point of view the Hamiltonian represents the total energy of the system, i.e. 

the sum of kinetic and potential energy. The basic conditions, in addition to 

those mentioned above, are the non-positivity of the operator of linearly in-

teract between the oscillators and the half-boundary below their potentials. 

However, the question remains whether the global solution is bounded. In 

this article it is established that under the same conditions of existence of a 

global solution, if the linear interaction operator is non-positive and the on-

site potential at infinity is infinitely large (uniformly over both spatial varia-

bles), or the linear interaction operator is negatively defined, then this solu-

tion is bounded to any initial data from a given sequence space. To prove 

this, the fact that the Hamiltonian of the system retains a constant value on 

the initial data was used. 

Key words: nonlinear oscillators, 2D–lattice, Cauchy problem, global 

solution. 
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