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ІНТЕГРАЛЬНІ ЗОБРАЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКІВ СТАЦІОНАРНИХ 
ЗАДАЧ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ ДЛЯ ОБМЕЖЕНИХ КУСКОВО-

ОДНОРІДНИХ ПРОСТОРОВИХ СЕРЕДОВИЩ 

Методом інтегральних перетворень побудовано точні ана-
літичні розв’язки стаціонарних задач теплопровідності для 
обмежених кусково-однорідних просторових середовищ. 

Ключові слова: диференціальне рівняння Пуассона, інте-
гральні перетворення, фундаментальні розв’язки. 

Вступ. Стаціонарні крайові задачі феноменологічної теорії теп-
лопровідності для багатошарових (кусково-однорідних) середовищ 
становлять значний теоретичний та практичний інтерес [5, 7, 14, 15]. 
Питанням побудови методом інтегральних перетворень точних аналі-
тичних розв’язків згаданих задач у декартовій, сферичній та цилінд-
ричній системах координат присвячені монографії [12, 8, 9, 10]. Ста-
ціонарні температурні поля в необмежених двоскладових та триша-
рових просторових середовищах побудовано в працях [2, 3, 4, 11]. У 
цій статті ми пропонуємо інтегральні зображення точних аналітичних 
розв’язків алгоритмічного характеру стаціонарних задач теплопрові-
дності для обмежених кусково-однорідних за декартовою координа-
тою просторових середовищ. 
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Постановка задачі. Задача про структуру стаціонарного темпе-
ратурного поля в ортотропному обмеженому (n + 1)-шаровому прос-
торовому середовищі математично зводиться до побудови обмежено-
го на множині 

{

}∪∪
1

1
1101

1

1

23

;;0);;(

;;;),(),,(
+

=
++−

+

=

+ ∞<≡<≥≡=∈

×=Ω∈=Ω
n

j
nkkjj

n

j
jn lllllllIKz

dcbayxzyx

 

розв’язку сепаратної системи диференціальних рівнянь Пуассона [6, 17] 
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умовами неідеального теплового контакту [1] 
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та відповідними крайовими умовами на межі області 2Ω , де axj, ayj, 
azj ≥ 0 – коефіцієнти температуропровідності у напрямках координат-
них осей ( );1,1,, += njzyx  02 ≥jχ  – коефіцієнти дисипації теплової 
енергії; { }),,(),...,,,(),,( 11 zyxfzyxfzyxf n+=  – інтенсивність теплових 

джерел; 1
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11 ,;, ++ nn βαβα  – деякі дійсні сталі; ( ),,0 yxg  ( )yxgl ,  – 

задані обмежені неперервні функції в області ;2Ω  0≥kR  – коефіціє-
нти термоопору; 0, 1 ≥+kk νν  – коефіцієнти теплопровідності; 

( ) ( ) ( ){ }zyxTzyxTzyxT n ,,,...,,,,, 11 +=  – шукана температура. 

Основні результати. 1. Ω2 = (0; +∞) × (0; +∞). У цьому випадку 
вважаємо, що на межі області 2Ω  виконуються крайові умови 

 1,0;0);,(
0

==
∂

∂
=






 +

∂
∂

−
+∞=

=
k

x

T
zyTp

x
x

k
j

k

jxj ω  (4) 

щодо змінної x та крайові умови 
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щодо змінної y , де 0≥p  – коефіцієнт теплообміну через поверхню 

;0=x =);( zyjω ),,( zypT c
j  ),( zyT c

j  – температура середовища на 
поверхні ;0=x  0≥h  – коефіцієнт теплообміну через поверхню 

;0=y  =);( zxg j ),(),,( zxTzxhT c
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c
j  – температура середовища на по-

верхні .0=y  
Припустимо, що задані й шукані функції задовольняють умови 

застосовності залучених нижче інтегральних перетворень [16, 13, 12]. 
До задачі (1)-(5) застосуємо інтегральне перетворення Фур’є на 

декартовій півосі щодо змінної x  [16, 13]: 
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Інтегральний оператор xF+  за правилом (6) внаслідок тотожнос-
ті (8) крайовій задачі (1)-(5) ставить у відповідність задачу побудови 
обмеженого на множині { }+∈+∞∈=Ω′ nKzyzy );;0(),(3  розв’язку се-
паратної системи диференціальних рівнянь 
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та умовами спряження 
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де  ( ) ( ) .1,1);,(),0(,,
~

,,~ 2 +=+= njzyKazyfzyF jxyjjj ωσσσ  
До задачі (9)-(12) застосуємо інтегральне перетворення Фур’є на 

декартовій півосі щодо змінної y  [16, 13]: 
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Інтегральний оператор yF+  за правилом (13) внаслідок тотожнос-
ті (15) крайовій задачі (9)-(12) ставить у відповідність задачу побудови 
обмеженого на множині +

nK  розв’язку сепаратної системи звичайних 
диференціальних рівнянь 2-го порядку зі сталими коефіцієнтами 
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та умовами спряження 
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де ( ) ( ) .1,1);,(~),0(,,~,,
~~ 2 +=+= njzgsKazsFzsG jyyjjj σσσ  

До задачі (16)-(18) застосуємо інтегральне перетворення Фур’є 
на декартовому сегменті ],[ 0 ll  з n  точками спряження [12]: 

 ∫ ≡=
l

l
jjjn gdzzzVzgzgF

0

,)(),()()]([ σλ  (19) 

 ),(
),(

),(
][

1
2

1 zg
zV

zV
ggF

j j

j
jjjn ≡= ∑

∞

=

−

λ

λ
 (20) 

∑ ∫∑
+

=

+

=
−

−

−−=≡











−−

1

1

2
2

2
2

2

21

1
1

2

1

),()()(
n

i

l

l
jjiiiii

n

i
iijn

i

i

gdzzV
dz

gda
dz

gdzllzaF λσλθθ

++−−
=

−
+

=
∫∑
−

0
1

))(,()(),()( 0
11

0
1101

10
11

2
11

1

1

2
lziiii

l

l

n

i
i g

dz
dglVadzzVzgk

i

i

βαλασσλ  

 .))(,()( 1
22

1
221

11
22

2
11 lz

nn
i

n
nn g

dz
dglVna

=

++−+
++ +++ βαλασ  (21) 

У рівностях (19)-(21) беруть участь величини і функції: 
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jλ  – корені трансцендентного рівняння 
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що утворюють дискретний спектр, )(xθ  – одинична функція Геві-
сайда. 

Запишемо систему диференціальних рівнянь (16) у матричній 
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Інтегральний оператор jnF , який діє за правилом (19), зобрази-

мо у вигляді операторної матриці-рядка 
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і застосуємо за правилом множення матриць до системи (22). Внаслі-
док тотожності (21) одержуємо алгебраїчне рівняння 
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1

2
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2
1 qqq n =+  
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2 +=−= niqqk ii  Рівняння (24) набуває ви-
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Із рівняння (25) знаходимо функцію 
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Оскільки суперпозиція операторів jnF  та 1−
jnF  є одиничним опе-

ратором, то оператор 1−
jnF  зобразимо у вигляді операторної матриці-

стовпця 
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За правилом множення матриць застосуємо операторну матри-

цю-стовпець (27) до матриці-елемента ( )



 sT j ,

~~ σ , де функція ( )sT j ,
~~ σ  

визначена формулою (26). Одержуємо єдиний обмежений розв’язок 
задачі (16)-(18): 
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Застосувавши послідовно до функцій ),,,(
~~ zsTi σ  визначених фо-

рмулами (28), обернені оператори 1−
+ yF  та 1−

+xF  одержуємо функції 
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які описують структуру стаціонарного температурного поля в роз-
глянутому середовищі. 

У формулах (29) беруть участь компоненти: 
фундаментальної матриці розв’язків 
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 (30) 

нижньої аплікатної матриці Гріна 
 ),,,,,,()(),,,,( 01

10
111

2
1

1 lzyxEazyxW ii ηξασηξ −−=  (31) 
верхньої аплікатної матриці Гріна 
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 ),,,,,,()(),,,,( 1,
11

22
2

11
2 lzyxEazyxW ni

n
nni ηξασηξ +

−+
++=  (32) 

абсцисної матриці Гріна 
 ),,,,,0,(),,,,( ζηζη zyxEzyxW ikxik =  (33) 
ординатної матриці Гріна 
 ),,0,,,(),,,,( ζξζξ zyxEzyxW ikyik =  (34) 
еліптичної крайової задачі (1)-(5). 

Зауваження 1. У випадку 02222 ≥≡== jzjyjxj aaaa  формули (29) 
визначають структуру стаціонарного температурного поля в ізотроп-
ному обмеженому )1( +n -шаровому просторовому середовищі. 

Зауваження 2. Якщо деякі з коефіцієнтів термоопору kR  дорів-
нюють нулю, то безпосередньо з формул (29) одержуємо структуру 
стаціонарного температурного поля у випадку здійснення на відпові-
дних площинах klz =  ідеального теплового контакту. 

Зауваження 3. При ),1(0 nkRk ==  безпосередньо з формул (29) 
одержуємо структуру стаціонарного температурного поля у випадках 
здійснення на всіх площинах klz =  ідеального теплового контакту. 

Зауваження 4. Параметри 1
22

1
22

0
11

0
11 ,;, ++ nn βαβα  дають можливість 

виділяти із формул (29) розв’язки крайових задач у випадках задання 
на поверхнях lzlz == ,0  крайової умови 1-го роду ( ,1,0 0

11
0
11 == βα  

( ) ( ) ( ) ( )),,,,1,0;,, 1
22

1
22

1
220

0
110 yxgyxgyxgyxg l

n
l

nn ′===′= +++ αβαα  2-го 
роду ( )0,1,1,1 1

22
1
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0
11

0
11 ===−= ++ nn βαβα  й 3-го роду ( ,10

11 −=α  
)0,1,0 2

1
22

1
221

0
11 >≡=>≡ ++ hh nn βαβ  та їх можливих комбінацій. 

Зауваження 5. Параметри p, h дають можливість виділяти із фо-
рмул (29) розв’язки крайових задач у випадках задання на поверхнях 
x = 0, y = 0 крайових умов 1-го й 2-го роду та їх можливих комбінацій. 

Зауваження 6. Аналіз розв’язку (29) в залежності від аналітич-
ного виразу функцій ),1,1)(,(),,(),,,( += njzxgzyzyxf jjj ω  ),(0 yxg  
та ),( yxgl проводиться безпосередньо. 

2. Ω2 = (0; +∞) × (0; b). У цьому випадку вважаємо, що на межі 
області Ω2 виконуються крайові умови (4) щодо змінної x та крайові 
умови 
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Математичне та комп’ютерне моделювання 

 80 

щодо змінної y , де 01 ≥h  – коефіцієнт теплообміну через поверхню 

;0=y  ),(),,();( 11
11 zxTzxThzxg c

j
c
jj =  – температура середовища на 

поверхні ;0=y  02 ≥h  – коефіцієнт теплообміну через поверхню 

;by =  ),(),,();( 22
22 zxTzxThzxg c

j
c
jj =  – температура середовища на 

поверхні by = . 
Припустимо, що задані й шукані функції задовольняють умови 

застосовності залучених нижче інтегральних перетворень [16, 13, 12]. 
До задачі (1)-(4), (35) застосуємо інтегральне перетворення Фу-

р’є на декартовій півосі щодо змінної x. Інтегральний оператор xF+  
за правилом (6) внаслідок тотожності (8) крайовій задачі (1)-(4), (35) 
ставить у відповідність задачу побудови обмеженого на множині 

{ }nKzbyzy ∈∈=Ω′ );;0(),(3  розв’язку сепаратної системи диферен-
ціальних рівнянь (9) з крайовими умовами (10), крайовими умовами 
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 (36) 

та умовами спряження (12). 
До задачі (9), (10), (36), (12) застосуємо інтегральне перетворен-

ня Фур’є на декартовому сегменті [ ]b;0  щодо змінної y  [16, 13]: 
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де ядро перетворення 
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{ }∞
=1kkγ  – монотонно зростаюча послідовність дійсних різних додат-

них коренів трансцендентного рівняння 
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які утворюють дискретний спектр. 
Інтегральний оператор ykΛ  за правилом (37) внаслідок тотож-

ності (39) крайовій задачі (9), (10), (36), (12) ставить у відповідність 
задачу побудови обмеженого на множині +

nK  розв’язку сепаратної 
системи звичайних диференціальних рівнянь 2-го порядку зі сталими 
коефіцієнтами 

 
( )

1,1;);,(~

),(~22222
2

2
2

+=∈−=

=











++−

njIzzF

zTaa
dz
da

jjk

jkjkyjxjzj

σ

σχγσ
 (40) 

з крайовими умовами 
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та умовами спряження 

 















==













−

=







−






 +

=

+
+

=
+

,,1,0
~~

,0
~~

1

,1
1

,1

np
dz

Td
dz
Td

TT
dz
dR

p

p

lz

kp
p

pk
p

lz
kppkp

νν

 (42) 

де ++= )(),0(),(
~

),(~ 2 zKazfzF jkxxjjkjk ωσσσ  
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2 zgbvazgva jxyjjxyj σσ ++  

З точністю до позначень крайова задача на спряження (40)-(42) 
співпадає із задачею (16)-(18). Отже, відповідно до формул (28), єди-
ний обмежений розв'язок задачі (40)-(42) визначають функції 
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Застосувавши послідовно до функцій ),(~ zTik σ , визначених фо-
рмулами (43), обернені оператори 1−Λ yk  та 1−

+xF  одержуємо функції 
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які описують структуру стаціонарного температурного поля в роз-
глянутому середовищі. 

У формулах (44) беруть участь компоненти: 
фундаментальної матриці розв’язків 
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 (45) 

нижньої аплікатної матриці Гріна 
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1 lzyxEazyxW ii ηξασηξ
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−=  (46) 
верхньої аплікатної матриці Гріна 

 ( ) ),,,,,,(),,,,( 1,
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2 lzyxEazyxW ni

n
nni ηξασηξ +

−+
++=  (47) 

абсцисної матриці Гріна 
 ),,,,0,(),,,,( ζηζη zyxEzyxW ikxik = , (48) 
лівої ординатної матриці Гріна 
 ),,,0,,,(),,,,(1 ζξζξ zyxEzyxW ikyik =  (49) 
правої ординатної матриці Гріна 
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 ),,,,,(),,,,(2 ζξζξ zbyxEzyxW ikyik =  (50) 
еліптичної крайової задачі (1)-(4), (35). 

Зазначимо, що: 1) зауваження 1-4 поширюються на випадок роз-
глянутої температурної задачі; 2) параметри )2,1(, =jhp j  дають мо-
жливість виділяти із формул (44) розв’язки крайових задач у випад-
ках задання на поверхнях byyx === ,0,0  крайових умов 1-го роду 
й 2-го роду та їх можливих комбінацій; 3) аналіз розв’язку (44) в за-
лежності від аналітичного виразу функцій ),,,( zyxf j  ),,( zyjω  

),,(1 zxg j  ),(2 zxg j ),(),1,1( 0 yxgnj +=  та ),( yxgl  проводиться без-
посередньо. 

3. Ω2 = (0; a) × (0; b). У цьому випадку вважаємо, що на межі 
області 2Ω  виконуються крайові умови 
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щодо змінної x та крайові умови (35) щодо змінної y, де 01 ≥p  – ко-

ефіцієнт теплообміну через поверхню ;0=x  ),,();( 1
11 zyTpzy c

jj =ω  

),(1 zyT c
j  – температура середовища на поверхні ;0=x  02 ≥p  – кое-

фіцієнт теплообміну через поверхню ;ax =   ),,();( 2
22 zyTpzy c

jj =ω  

),(2 zyT c
j  – температура середовища на поверхні ax = . 
Припустимо, що задані й шукані функції задовольняють умови 

застосовності залучених нижче інтегральних перетворень [16, 13, 12]. 
До задачі (1)-(3), (51), (35) застосуємо інтегральне перетворення 

Фур’є на декартовому сегменті [0; a] щодо змінної x [16, 13]: 

 [ ] ,)()()(
0

m

a

mxm gdxxwxgxgL ≡= ∫  (52) 

 [ ] ),()(

1
2

1 xg
w

xwggL
m m

m
mmxm ≡= ∑

∞

=

−  (53) 

( ) ( ) ,0 2
0

1
2

2

2

ax
m

x
mmmxm gp

dx
dgawgp

dx
dgwg

dx
gdL

==







 ++






 +−+−=












δ (54) 

де ядро перетворення 
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них коренів трансцендентного рівняння 
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які утворюють дискретний спектр. 
Інтегральний оператор xmL  за правилом (52) внаслідок тотожно-

сті (54) крайовій задачі (1)-(3), (51), (35) ставить у відповідність зада-
чу побудови обмеженого на множині { }+∈∈=Ω′ nKzbyzy );;0(),(3  
розв’язку сепаратної системи диференціальних рівнянь 
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з крайовими умовами 
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та умовами спряження 
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 (58) 

де ++= ),()0(),(),( 1
2 zywazyfzyF jmxjjmjm ω  

.1,1);,()( 2
2 +=+ njzyawa jmxj ω  

До задачі (55)-(58) застосуємо інтегральне перетворення Фур’є 
на декартовому сегменті [ ]b;0  щодо змінної y. Інтегральний оператор 

ykΛ  за правилом (37) внаслідок тотожності (39) крайовій задачі (55)-
(58) ставить у відповідність задачу побудови обмеженого на множині 

+
nK  розв’язку сепаратної системи звичайних диференціальних рів-

нянь 2-го порядку зі сталими коефіцієнтами 
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з крайовими умовами 

lmk
lz

mkn
nn

mk
lz

mk gT
dz
dgT

dz
d

=





 +=






 +

=
+

++

=
,1

1
22

1
2201

0
11

0
11 ,

0

βαβα  (60) 

та умовами спряження 
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З точністю до позначень крайова задача на спряження (59)-(61) 
співпадає із задачею (40)-(42). Отже, відповідно до формул (43), єди-
ний обмежений розв'язок задачі (59)-(61) визначають функції 
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Застосувавши послідовно до функцій )(zTimk , визначених фор-

мулами (62), обернені оператори 1−Λ yk  та 1−
xmL  одержуємо функції 
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які описують структуру стаціонарного температурного поля в роз-
глянутому середовищі. 

У формулах (63) беруть участь компоненти: 
фундаментальної матриці розв’язків 
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нижньої аплікатної матриці Гріна 
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−=  (65) 
верхньої аплікатної матриці Гріна 
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лівої абсцисної матриці Гріна 
 ),,,,,0,(),,,,(1 ζηζη zyxEzyxW ikxik =  (67) 
компоненти правої абсцисної матриці Гріна 
 ),,,,,,(),,,,(2 ζηζη zyaxEzyxW ikxik =  (68) 
лівої ординатної матриці Гріна 
 ),,,0,,,(),,,,(1 ζξζξ zyxEzyxW ikyik =  (69) 
правої ординатної матриці Гріна 
 ),,,,,(),,,,(2 ζξζξ zbyxEzyxW ikyik =  (70) 
еліптичної крайової задачі (1)-(3), (51), (35). 

Зазначимо, що: 1) зауваження 1-4 поширюються на випадок роз-
глянутої температурної задачі; 2) параметри )2,1(, =jhp jj  дають 
можливість виділяти із формул (63) розв’язки крайових задач у випа-
дках задання на поверхнях x = 0, x = a; y = 0, y = b крайових умов 1-го 
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роду й 2-го роду та їх можливих комбінацій; 3) аналіз розв’язку (63) в 
залежності від аналітичного виразу функцій ),,,( zyxf j  ),,(1 zyjω  

),,(2 zyjω ),,(1 zxg j ),(2 zxg j , ),(,1,1 0 yxgnj +=  та ),( yxgl  прово-
диться безпосередньо. 

Висновки. При найбільш загальних припущеннях в межах фе-
номенологічної теорії теплопровідності побудовано інтегральні зо-
браження точних аналітичних розв’язків стаціонарних задач в обме-
жених багатошарових просторових середовищах. Одержані розв’язки 
носять алгоритмічний характер, неперервно залежать від параметрів 
та даних задачі й можуть бути використані як в теоретичних дослі-
дженнях, так і в інженерних розрахунках. 
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АПРОКСИМАЦІЯ НЕПЕРЕРВНОГО КОМПАКТНОЗНАЧНОГО 
ВІДОБРАЖЕННЯ ЧЕБИШОВСЬКИМ ПІДПРОСТОРОМ  

З ДОДАТКОВИМ ОБМЕЖЕННЯМ 

У статті встановлено теореми характеризації, єдиності екс-
тремального елемента, співвідношення двоїстості та привило 
чебишовського альтернансу для задачі найкращої рівномірної 
апроксимації компактнозначного відображення чебишовським 
підпростором з додатковим обмеженням. 

Ключові слова: компактнозначне відображення, чеби-
шовський альтернанс, співвідношення двоїстості. 

Вступ. У даній статті для задачі найкращої рівномірної апрок-
симації компактнозначного відображення чебишовським підпросто-
ром з додатковим обмеженням доведено теорему єдиності, теорему 
характеризації екстремального елемента, встановлено співвідношен-
ня двоїстості та правило чебишовського альтернансу. Отримані ре-
зультати є узагальненням на випадок задачі відшукання величини (1) 
відповідних результатів дослідження задачі найкращої рівномірної 
апроксимації неперервної на компакті функції елементами скінчен-
новимірного підпростору, які задовольняють додатковому обмежен-
ню (див., наприклад, [1-6]).  
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