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АСИМПТОТИЧНІ ПРЕДСТАВЛЕННЯ ГЕНЕРАТОРА 
СТРИБКОВОЇ ЕВОЛЮЦІЇ З ШВИДКИМИ  
МАРКОВСЬКИМИ ПЕРЕКЛЮЧЕННЯМИ  

В роботі одержано асимптотичні представлення генератора 
стрибкової еволюції в марковському середовищі, а також по-
будовано граничний генератор еволюції як розв’язок пробле-
ми сингулярного збурення для отриманих асимптотичних 
представлень. 

Ключові слова: стрибкова еволюція, марковський процес, 
розв’язок проблеми сингулярного збурення. 

Вступ. Стійкість динамічної системи, що задовольняє принципу 
усереднення, була встановлена М. М. Боголюбовим [1] (див. також 
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[2]). Стійкість динамічної системи з марковським збуренням за умов 
стійкості усередненої системи вивчалась в роботах [3-5], а також [6-
8]. В умовах дифузійної апроксимації динамічної системи з марков-
ським збуренням проблема стійкості вперше була розв’язана в роботі 
[9] з використанням мартингальної характеризації відповідного мар-
ковського процесу (див. також [10]). Зокрема в роботі В. С. Королюка 
[10] використано властивості асимптотичних представлень породжу-
ючого оператора (генератора) неперервної динамічної системи, а та-
кож розв’язок проблеми сингулярного збурення для побудови гене-
ратора граничного процесу. 

Постановка задачі. Стрибкова еволюція в марковському сере-
довищі в схемі серій задається співвідношенням [11, 12] (покладемо 
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де { }tnt n ≤>= τν :0max:)( , 0≥t , – лічильний процес моментів від-
новлення ,0, ≥nnτ  вкладеного ланцюга Маркова (ВЛМ) ( ),: nn xx τ=  

0≥n , у рівномірно ергодичний марковський процес (МП) ,0),( ≥ttx  
у стандартному фазовому просторі станів ),( XX , що задається гене-
ратором Q  [13]  

[ ])()(),()()( xydyxPxqxQ
X

ϕϕϕ −= ∫ , 

де )(xq  – інтенсивність, така, що ∞<=
∈

)(sup:)( xqxq
Xx

.  

Функція швидкості ),( xuC , dRu ∈ , Xx ∈ , задовольняє умові 
існування глобального розв’язку супроводжуючих систем  

dttdux )( = ( )xtuC x ),( , Xx ∈ . 
Генератор Q  є зведено-оборотним з потенціалом 0R  [13]. Поте-

нціал 0R  задовольняє властивості: 
Ι−Π== QRQR 00 , 

де Ι  – тотожний оператор, а Π  – проектор на нуль-простір поро-
джуючого оператора Q : Π )()(:)( xdxx

X

ϕπϕ ∫= .  

Процес марковського відновлення ,0,, ≥nx nn τ  задається стоха-
стичним ядром { } X∈∈=∈= + BXxxxBxPBxP nn ,,),( 1 .  
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В (1) мають місце вкладеності 
( )εεε τ nn uu =: , ( )εε τ nn xx =: , nn εττ ε =: , 0≥n . 

Стаціонарний розподіл X∈BB),(ρ , ВЛМ 0, ≥nxn , задається 
рівнянням  

),()()( BxPdxB
X
∫= ρρ , 1)( =Xρ . 

Час 1+nθ  перебування в станах nx  задається функцією розподілу 

{ } .0,,1:)( )(
1 ≥∈−==≤= −

+ tXxexxtPtG txq
nnx θ  

Неперервна усереднена еволюція задається диференціальним рі-
внянням 

 ,)0()),(()( uutuC
dt

tdu
==  (2) 

де усереднення визначається за стаціонарним розподілом ВЛМ 

.),()()( ∫=
X

xuCdxquC ρ  

Лема 1. Генератор εL  двокомпонентного МП 
 )/(:),( εεε txxtu t = , (3) 

на функціях ( )dRCu 2)( ∈ϕ  має наступні асимптотичні представлення 
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де )(),(:)()( uxuCux ϕϕ ′=C , 

)~(),(:)()(1 uxuCux ϕϕθ ε ′= , 
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1:)()(2 xuCuxuCux T ϕϕθ ε ′′= , 

а u~  проміжна точка з проміжку 10)),,(;( ≤≤+ θθ xuCuu . 
Доведення. Генератор εL  МП (3) визначається співвідношен-

ням [13]  
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Обчислення умовного математичного сподівання в (5) приво-
дить до наступних перетворень 
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x εεθ ε , а приріст 

)()()( tututu εεε −∆+=∆  системи (1) в цьому випадку визначається 
співвідношенням ),()( xuCtu εε =∆ , для першого доданку з (6) маємо 
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Для другого доданку з (6) використаємо представлення 

( ) )()(1 1)(1 1

∆+∆−==∆> −∆−− −

oxqeI xq
x εεθ ε , і те, що при Δ→0 отри-

муємо 0)( →∆ tuε , а також xxt →∆+
ε . Отже маємо  

 ( )[ ] ( ) [ ] )()(1),(),( 11
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∆+ oxqxuIxtuE xtxu εϕεθϕ εε . (8) 
Використовуючи зображення (7) та (8) для умовного математич-

ного сподівання отримуємо представлення  
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з врахуванням того, що замість ε
∆+tx  можна поставити Xy ∈ . 

Тепер легко бачити, що генератор εL  можна подати вигляді  

[ ] ),()(),(),( 0
11 xuQIxxuQxu ϕεϕεϕ εε −+= −− CL , 

де оператор )(xεC  має представлення 

)),(()()( xuCuux εϕϕε +=C . 
Використовуючи гладкість тест-функцій φ (u, x) по змінній u, 

отримуємо перше та друге представлення (3) генератора εL . 
Розглянемо збурену функцію Ляпунова 

 ),( xuV ε = V(u)+ εV1(u, x), (9) 

де V(u) ( )dRC2∈ , є функцією Ляпунова для усередненої системи (2). 

Лема 2. Розв’язок проблеми сингулярного збурення для генера-
тора (3) на збуреній функції Ляпунова (9) визначається співвідно-
шеннями: 
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 εL ),( xuV ε = C V(u)+ ε εθL (x)V(u), (10) 
де )()()( uVuCuV ′=C , 
а залишковий оператор )(xL

εθ має вигляд: 

)()()()()(~)()( 2001 uVxqxuVxRQxxL
εεε θεθθ += C , 

де )())()(),(()()(~ uVuCxqxuCuVx ′−=C . 
Доведення. Спочатку зауважимо, що розв’язок проблеми сингу-

лярного збурення [10, 13] визначає збурення ),(1 xuV  в (9) в вигляді  
)()(~),( 01 uVxRxuV C= . 

Використовуючи розклади (4) в позначеннях 
),()(),(),( 01

1
)0( xuQxxuQxu ϕεθϕεϕ εε += −L , 

),()(),()(),(),( 020
1

)1( xuQxxuQxxuQxu ϕεθϕϕεϕ εε ++= − CL , 
на збуреній функції Ляпунова (9) маємо представлення генератора  
 εL ),( xuV ε = ),(1)0( xuVεεL + )()1( uVεL . (11) 

Оскільки 
),(1)0( xuVεεL = ),()(),( 101

2
1 xuVQxxuQV εθε+ , 

а )()1( uVεL = )()()()()( 020
1 uVQxuVQxuQV εεθε ++− C , 

то з (11) отримуємо (10). 

Висновки. Розв’язок проблеми сингулярного збурення (10) за-
безпечує встановлення достатніх умов стійкості стрибкової еволюції 
(1) за схемою [10]. 
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In this work the asymptotic views for the generator jumping evolution 
in the Markov media and limits generator of evolution with the singular 
perturbation problem for asymptotic representation are obtained. 
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РАЗНОСТНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ 
ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО 

ТИПА С НЕЛОКАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ 
В работе рассмотрена задача оптимизации процессов, опи-

сываемых системой Гурса-Дарбу с интегральными граничны-
ми условиями. Построена разностная схема для рассматривае-
мой задачи. Доказано сходимость по функционалу построен-
ной разностной задачи оптимизации к исходной задаче. 

Ключевые слова: задача оптимизации, система Гурса-
Дарбу, нелокальные условия, функционал. 

Введение. Задачи оптимизации колебательных процессов имеют 
многочисленные приложения. Например, при исследовании процес-
сов сорбции, сушки, трения, изнашивания, некоторых химических 
процессов, а также в задачах математической биологии и демографии 
часто встречаются краевые задачи типа Гурса-Дарбу [1, c.165-175; 2, 
c.119-125; 3, c.88-103; 4, c.72-81; 5]. 
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