
Серія: Фізико-математичні науки. Випуск 2 
 

 
 

15

УДК 517.954:532.546 

В. М. Булавацкий, д-р техн. наук, 
В. В. Скопецкий, д-р физ.-мат. наук, чл.-кор. НАН Украины 
Институт кибернетики им. В. М. Глушкова НАН Украины, г. Киев 

АСИМТОТИЧЕСКОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ РЕШЕНИЯ 
СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
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РАСТВОРОВ С УЧЕТОМ ОСМОТИЧЕСКИХ ЯВЛЕНИЙ 

В работе построена математическая модель процесса 
фильтрационно-конвективной диффузии солевого раствора в 
пористой среде с учетом осмотических явлений. Найдено 
асимптотическое приближение решения соответствующей 
этой модели сингулярно возмущенной краевой задачи в случае 
преобладания конвективных составляющих над диффузион-
ными в условиях слабого осмоса. 
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Ведение. В связи с возрастающим влиянием антропогенных на-
грузок на окружающую среду особенную актуальность приобретают 
задачи теоретического изучения техногенного влияния различных 
негативных факторов человеческой деятельности. Одним из резуль-
татов такого влияния является загрязнение грунтов и грунтовых вод 
вредными химическими веществами и отходами промышленного 
производства. Данное обстоятельство способствует интенсификации 
исследований в области математического моделирования динамиче-
ских процессов массопереноса загрязняющих веществ в подземных 
фильтрационных потоках [1—4]. При этом методы математического 
моделирования в рамках данной проблематики хотя и достигли в на-
стоящее время существенного развития, однако еще далеки от со-
вершенства. Например, во многих известных в настоящее время ма-
тематических моделях динамических процессов в экоэнергосистемах 
типа „конвекция-диффузия-фильтрация”, не учитывается ряд факто-
ров, которые могут существенным образом влиять на динамику про-
цесса массопереноса, в частности, в неравномерно засоленных гли-
нистых грунтах. К таким факторам, в первую очередь, следует отне-
сти явления наличия осмотических свойств у связных грунтов и во-
обще дисперсных систем [5, 6], которые в математической записи 
могут быть выражены следующей зависимостью [5, 6]: 

C
C
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где Cυ  — скорость осмотической фильтрации, C — концентрация 
солевого раствора, ν  — коэффициент осмоса. С учетом указанной 
зависимости в работах [5, 7] предложено обобщение закона фильтра-
ции Дарси-Герсеванова на случай движения солевых растворов, ко-
торое дало возможность учета влияния осмотических явлений при 
неравномерной концентрации порового солевого раствора на процес-
сы фильтрационного уплотнения (консолидации) глинистых грунтов. 

В настоящей работе построена математическая модель и найде-
но асимптотическое приближение решения соответствующей этой 
модели сингулярно возмущенной краевой задачи конвективной диф-
фузии солевого раствора при плоской установившейся фильтрации в 
криволинейной пористой области в условиях влияния на процесс яв-
ления осмотической фильтрации. 

Построение математической модели процесса массопереноса 
с учетом осмотических явлений. Постановка краевой задачи 
фильтрационно-конвективной диффузии. В настоящей работе ис-
пользуется следующее обобщение фильтрационного закона Дарси [3] 
на случай фильтрации солевого раствора в условиях существенного 
влияния явления осмотической фильтрации [5, 7]: 
 u Cυ ν= + ∇

rr ,  (1) 
где ru  — вектор скорости фильтрации солевого раствора, ( ),x yυ υ υ=

r  
— вектор скорости фильтрации чистой воды, ∇  — оператор Гамильтона. 

Тогда, с учетом соотношения (1) уравнение конвективной диф-
фузии [3, 8] 

 ( )C D C u C
t

σ ∂
= ∆ − ⋅∇

∂
r ,  

(здесь σ  — пористость, =D const  — коэффициент конвективной 
диффузии, ∆  — оператор Лапласа по переменным ,x y ) перепишет-
ся в виде 

 ( ) ( )2C D C C C
t

σ υ ν∂
= ∆ − ⋅∇ − ∇

∂
r . (2) 

Предположим, в первом приближении, что поле скоростей 
фильтрационного потока определяется главным образом градиентом 
пьезометрического напора и мало зависит (например, в случае слабо 
концентрированных растворов) от величины градиента концентрации 
солевого раствора. Тогда, в случае установившихся потенциальных 
течений, уравнение фильтрации, как известно [8], принимает вид 
 0, ,υ υ ϕ= = ∇

r r
div   (3) 

где ϕ κ= − h  — потенциал скорости, h  — пьезометрический напор, 
κ — коэффициент фильтрации. Нелинейная система дифференци-
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альных уравнений (2), (3) образует (в указанном выше приближении) 
искомую математическую модель процесса типа „фильтрация — кон-
векция — диффузия” с учетом осмотических явлений. В рамках этой 
модели рассмотрим задачу моделирования процесса конвективной 
диффузии при плоской установившейся фильтрации в криволиней-
ной области zG  в физической плоскости ,z x iy= +  ограниченной 
двумя эквипотенциальными линиями *L  и *L  [4]. Тогда определение 
соответствующего поля концентраций сводится к решению в области 

(0, )zG G= × + ∞  следующей краевой задачей: 

 
22

x y
C C C C CD C
t x y x y

σ υ υ ν
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  = ∆ − − − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

, (4) 

 
* 1 ( , )LC C M t= % , ±

* 2 ( , )LC C M t= , ±
0( , 0) ( )C M C M= , (5) 

 0ϕ∆ = , 
* *( )L Mϕ ϕ= , *

* ( )L Mϕ ϕ= . (6) 

Здесь: M — бегущая точка соответствующей кривой, *
* ,ϕ ϕ  — 

заданные значения потенциала скорости на границе zG , ±
0C , ±

*C , ±
1C , 

±
2C  — заданные достаточно гладкие функции согласованные между 

собой на ребрах области G . 
Следует отметить, что в случае отсутствия учета осмотических яв-

лений ( 0ν = ) соответствующая (4)—(6) краевая задача фильтрацион-
но-конвективной диффузии исследовалась в [4]. Аналогично [4] пред-
положим, что фильтрационная задача (6) путем конформного отобра-
жения zG Gω⇒  ( Gω  — соответствующая [4] область комплексного 

потенциала *
*( ),iω ϕ ψ ϕ ϕ ϕ= + ≤ ≤  ψ  — функция тока) решена — 

перейдем в (4)—(6) к переменным ( , )ϕ ψ  — точкам области комплекс-
ного потенциала Gω . В новых переменных рассматриваемая периоди-
ческая по ψ  краевая задача для области (0, )Gω × ∞  принимает вид 

 
2 2

2 ( , ) ( , , ) ,C C C CD C t
t

σ υ ϕ ψ ϕ ψ ν
ϕ ϕ ψ

     ∂ ∂ ∂ ∂  = ∆ − − +   ∂ ∂ ∂ ∂       
 (7) 

±
* 1( , , ) ( , ),C t C tϕ ψ ψ=  ±*

2( , , ) ( , ),C t C tϕ ψ ψ=  ±
0( , , 0) ( , ),C Cϕ ψ ϕ ψ=  (8) 

где 2 2 2( , ) ( , ) ( , )x yυ ϕ ψ υ υ υ ϕ ψ υ ϕ ψ= ⋅ = +
rr

 — известная функция. 
Ниже рассматривается случай преобладания конвективных со-

ставляющих над диффузионными в условиях слабого осмоса, то есть 
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предполагается выполнение соотношений ,ε ν εµ= =D a , где 0ε >  
— малый параметр, 0, 0µ= > = >a const const . В этом случае урав-
нение (7) принимает вид 

 
2 2

2 ( , ) ( , , ) .C C C Ca C t
t

σ υ ϕ ψ ε ϕ ψ εµ
ϕ ϕ ψ

     ∂ ∂ ∂ ∂  = ∆ − − +   ∂ ∂ ∂ ∂       
 (9) 

Асимптотическое приближение решения краевой задачи. 
В предположениях достаточной гладкости и так называемых 

сильных [4] условий согласованности начальных и граничных усло-
вий, решение задачи (9), (8) будем искать в соответствии с асимпто-
тическим методом Вишика-Люстерника [8, 9] в виде следующего 
асимптотического ряда: 

( , , , )C tϕ ψ ε =  

 ( )
0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , , ),
n

i
i i i n

i
C t L t S R tε ϕ ψ ξ ψ ξ ψ τ ϕ ψ ε

=
= + + +∑  (10) 

где ( , , ) ( 0, )iC t i nϕ ψ =  — члены регулярной части асимптотики, 

( , , ) ( 0, )iL t i nξ ψ =  — функции типа погранслоя в окрестности 
*, ( , , ) ( 0, )iS i nϕ ϕ ξ ψ τ= =  — угловые погранфункции в окрест-

ности *( , , 0),ϕ ψ
*

,ϕ ϕξ
ε
−

=  τ
ε

=
t  — погранслойные переменные, 

nR  — остаточный член. 
Уравнения для определения регулярной части асимптотики по-

лучаются применением стандартной процедуры метода возмущений 
и имеют вид: 

2 ( , ) ( , , )i i
i

C C
g t

t
σ υ ϕ ψ ϕ ψ

ϕ
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 ( 0, ),=i n  

где функции ( , , )ig tϕ ψ  рекуррентно выражаются через 1( , , )iC tϕ ψ− : 

0( , , ) 0,g tϕ ψ ≡  
2 2

2 0 0
1 0( , , ) ( , ) ( , , ) ,

C C
g t a C tϕ ψ υ ϕ ψ ϕ ψ µ

ϕ ψ

  ∂ ∂     = ∆ − +   ∂ ∂       
 

2 0 01 1
2 1( , , ) ( , ) ( , , ) 2 ,

C CC C
g t a C tϕ ψ υ ϕ ψ ϕ ψ µ

ϕ ϕ ψ ψ
 ∂ ∂∂ ∂ 

= ∆ − +  ∂ ∂ ∂ ∂  
 

2
3 2( , , ) ( , ) ( , , )g t a C tϕ ψ υ ϕ ψ ϕ ψ

= ∆ −

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2 2
0 01 1 2 22 .

C CC C C C
µ

ϕ ψ ϕ ϕ ψ ψ

 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂       − + + +      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       
 

Аналогично получаем уравнения для определения погранслойных 
функций iL  ( 0, ).=i n  Указанные уравнения для 0, 2=i  имеют вид: 

 
22

0 0 0
2 0,

L L La µ
ξ ξξ

∂ ∂ ∂ 
+ − = ∂ ∂∂  

 (11) 

 
2

*2 ( , , ) ( , , ) ( 1, 2),i i
i

L L
a f t d t iξ ψ ξ ψ

ξξ
∂ ∂

+ = =
∂∂

 (12) 

где 
2 * 0

1
( , , )

( , , ) ( , ) ,
L td t

t
ξ ψ

ξ ψ υ ϕ ψ σ− ∂
=

∂
  

2

2 * 2 * 01
1

( , , )
( , , )( , , )

( , ) ( , ) ( , )

d t
L tL t

A
t t

ξ ψ
ξ ψξ ψ

υ ϕ ψ σ ξ ψ συ ϕ ψ− −

=

∂∂ = − − ∂ ∂ 

 

2 22
0 01

2
( , , ) ( , , )( , , )L t L tL ta
ξ ψ ξ ψξ ψ

µ
ξ ψψ

  ∂ ∂∂     − + +    ∂ ∂ ∂      
, 

0
*

( , , )
( , , ) 1 2

L tf t ξ ψ
ξ ψ µ

ξ
∂

= −
∂

, ( , ) ( 0, )iA i nξ ψ =  — коэффициенты 

при iε  разложения функции 2 *( , )υ ϕ εξ ψ−  в ряд Тейлора в окрестно-

сти точки *ϕ ϕ= . 

Функции ( 0, )iC i n= отыскиваются с учетом условий 

 °10 *( , , ) ( , ),C t C tϕ ψ ψ=  °00( , , 0) ( , ),C Cϕ ψ ϕ ψ=   

 *( , , ) 0,iC tϕ ψ =  ( , , 0) 0 ( 1, )iC i nϕ ψ = =   
и имеют вид [4] 

 
°

°
1

0 1
0

( , ( , )), ( , ),
( , , )

( ( ( , ) , ), ), ( , )

C t f t f
C t

C f f t t f

ψ ϕ ψ ϕ ψ
ϕ ψ

ϕ ψ ψ ψ ϕ ψ−

 − ≥
= 

− <
  

*
2

1 1

0

( , , ( , ) ( , ))
, ( , ),

( , )
( , , )

( ( ( , ) ), , ) , ( , ),

i

i t

i

g f t f d t f

C t

g f t f t t dt t f

ϕ

ϕ

ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ
ϕ ϕ ψ

υ ϕ ψ
ϕ ψ

σ ϕ ψ ψ ϕ ψ− −

 + −
≥


= 


+ − ≤



∫

∫

% % %
%

% % %

 ( 1, )i n=  
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где 
*

2( , ) ,
( , )
dsf
s

ϕ

ϕ

ϕ ψ σ
υ ψ

= ∫  1f −  — функция обратная функции f  по 

переменной ϕ  (такая функция существует, поскольку 2( , )sυ ψ−  яв-
ляется непрерывно дифференцируемой, ограниченной и положитель-
но определенной [4]). 

Функции погранслойного типа ( , , ) ( 0, )iL t i nξ ψ =  отыскива-
ются из нелинейных уравнений вида (11) с учетом условий 
 *

0 2 0 0 0(0, , ) ( , ) ( , , ) ( , ), 0 ( ),L t C t C t t Lψ ψ ϕ ψ α ψ ξ= − ≡ → → ∞% (13) 

 *(0, , ) ( , , ), 0 ( ) ( 1, )i i iL t C t L i nψ ϕ ψ ξ= − → → ∞ = . (14) 
Из (11), (12), (13), (14), после простых, но громоздких преобра-

зований получаем 

 
0 ( , )

0 ( , , ) ln 1 1 ,
t

a aaL t e e
µα ψξ

ξ ψ
µ

− −  
  = − + −

    
 (15) 

* 1 1
*

0 0

( , , )

( , , ) ( , , ) exp ( , , )

i

s s

i i

L t

C t a d t a f t d d ds
ς

ξ ψ

ϕ ψ ς ψ η ψ η ς
+∞

− −

=

  
  = − − ×

    
∫ ∫ ∫

1
*

0

1
*

0 0

exp ( , , )

exp ( , , )

s

s

a f t d ds

a f t d ds

ξ

η ψ η

η ψ η

+∞
−

+∞
−

 
−  

 × −
 

−  
 

∫ ∫

∫ ∫
 

 1
*

0

1 ( , , ) exp ( , , )
s s

id t a f t d d ds
a ξ ς

ς ψ η ψ η ς
+∞

−
 
 −
 
 

∫ ∫ ∫ , ( 1, 2)=i . (16) 

Из явного представления (15), (16) функций iL  следует, что они 

являются функциями типа погранслоя в окрестности точки *ϕ ϕ= . 
Отметим, что из условий согласованности и соотношения (15) следу-
ет, что ( )0 , ,0 0L ξ ψ ≡ . 

Угловые погранфункции ( , , )iS ξ ψ τ  определяются из уравнений 
вида 
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22
2 *0 0 0 0

2( , ) ,
S S S S

aσ υ ϕ ψ µ
τ ξ ξξ

 ∂ ∂ ∂ ∂  = + −  ∂ ∂ ∂∂   
 

( )
2

2 * 01 1 1
12( , ) 1 2 ( , ) ,

SS S Sa Aσ υ ϕ ψ µ σ ξ ψ
τ ξ τξ

  ∂∂ ∂ ∂
= + − + 

∂ ∂ ∂∂  
 

с учетом краевых условий 
(0, , ) 0, ( , , 0) ( , , 0),i i iS S Lψ τ ξ ψ ξ ψ= = −  

( , , ) 0, ( , ) ( 0, )iS i nξ ψ τ ξ τ→ → +∞ = . 
Отсюда, принимая во внимание выше отмеченное относительно 

функции 0( , , )L ξ ψ τ , получаем 

0( , , ) 0S ξ ψ τ ≡ , 
2 *

2
1 1

0 0

2 ( , ) 1( , , ) ( , , 0)exp
4 2

S L
a a

υ ϕ ψ ξ ηξ ψ τ η ψ ν τ
π σ

+∞ +∞   −  = − − + + ×   
    

∫ ∫
sin( )sin( )d dνξ νη ν η× . 

Основной вклад в решение вносят: 0( , , )C tϕ ψ  (решение соот-
ветствующей вырожденной задачи конвекции), функция ( )0 , ,L tξ ψ  и 

1( , , )L tξ ψ  
(поправка на выходе фильтрационного потока, учитывающая наличие 
осмотических явлений), а также функция 1( , , )S ξ ψ τ . В расчетной 
практике, как правило, достаточно найти несколько первых членов 
рассмотренного асимптотического разложения (10). 

Выводы. Учет влияния на динамику процессов типа „фильтра-
ция — конвекция — диффузия” явления осмотической фильтрации 
позволяет в ряде случаев (например, в случае фильтрации в неравно-
мерно засоленных глинистых грунтах) более адекватно моделировать 
конвективно-диффузионный массоперенос загрязняющих веществ, 
описываемый сингулярно возмущенными краевыми задачами для 
дифференциальных уравнений в частных производных второго по-
рядка. Программная реализация изложенного решения открывает 
возможность учета важного дополнительного фактора (осмоса) при 
разработке конструктивных решений с целью определения опти-
мальных характеристик массообмена в условиях эксплуатации эколо-
гически потенциально опасных инженерных объектов. 
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