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СУМІСНЕ НАБЛИЖЕННЯ КЛАСІВ ψ -ІНТЕГРАЛІВ СУМАМИ 
ВАЛЛЕ-ПУССЕНА, БЛИЗЬКИМИ ДО СУМ ФУР’Є 

Знайдено асимптотично точні рівності для лінійних комбі-
націй класів згорток при наближенні їх сумами Валле-Пуссена, 
близькими до сум Фур’є, в метриці С. 

Ключові слова: сумісне наближення, ψ -інтеграли, суми 
Валле-Пуссена. 

1. Нехай L — простір сумовних 2π -періодичних функцій і 
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пари ( ) ( )( )1 2;k kψ ψ ψ=  та ( ) ( )( )1 2;k kϕ ϕ ϕ=  такі, що пара 

( ) ( )( )1 2;k kη η η= , де 1 1 2 2
1 2
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ϕ
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= ; 2 1 1 2
2 2
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= , задоволь-

няє умови 1—3, то, як показано в [1], L Lψ ϕ⊂  і при цьому кажуть, 

що пара ϕ  L-передує парі ψ  і записують 
L

ϕ ψ< , і, крім того, 

f Lψ∀ ∈  існує f Lϕ η∈ . 
Підмножину неперервних функцій із класу Lψ , для яких ψ -по-

хідна ортогональна константі і належить одиничній кулі простору 2π -
періодичних суттєво обмежених функцій, позначимо символом Cψ

∞ . 
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для величини ( ) ( ) ( ); sup ; ;n nX Xf
f x U f x

∈
Λ = − Λ

M

ME  в асимптоти-

чному розкладі при n →∞  виділено головний член, то кажуть, що на 
класі M  для методу підсумовування рядів Фур’є Λ  в метриці Х 
(Х=С або Х=L) розв’язано задачу Колмогорова-Нікольського. Вперше 
така задача була поставлена в [2] і розв’язана там же. 

 Якщо, ( )
1, 0

, 1 1
n

k

k n p
n k n p k n

p
λ

≤ ≤ −
= − − + ≤ ≤ −

 (1) 

то такі лінійні середні частинних сум Фур’є називають сумами Вал-

ле-Пуссена і позначають ( ), ;n pV f x . Якщо lim 0
n

p
n→∞

= , то кажуть, що 

суми Валле-Пуссена близькі до сум Фур’є. Задача Колмогорова-
Нікольського на класі Cψ

∞  для сум Валле-Пуссена в рівномірній мет-
риці була розв’язана в [3]. 

2. Дана робота присвячена встановленню асимптотичної рівнос-
ті при n →∞  для величини 
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при умові, що пари ( ) ( )( ),1 ,2;i i ik kϕ ϕ ϕ=  L-передують парі 
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Вперше задачу сумісного наближення функцій та їх похідних 
поставити таким чином запропонував Степанець О. І. в роботі [4], в 
якій на класі r-разів диференційовних функцій rW  для сум Фур’є 

( ) ( )( ),1; ;n nS f x V f x=  досліджувалась величина 
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при умові 0 ir r≤ ≤ . Було доведено, що при n →∞  

( ) ( )2 2
, 0 12

4 ln 11r
n m r r

nW m m O
n nπ

= + +E , де 0m  — кількість парних 

чисел серед цілих ir r− , 1 0m m m= − , ( )1O  — величина, рівномірно 

обмежена по , , in r r . 

Доозначимо послідовність ( )kψ  з множини невід’ємних цілих 

чисел на промінь [ )1;∞ , і з множини функцій ( )tψ , 1t ≥ , що задово-

льняють умови 1)—3), виділимо підмножини 0M  та CM  з наступ-
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2

t tη ψ ψ−  =  
 

, ( ) ( )
tt

t t
µ

η
=

−
. Як-

що функція ( )tµ  при 1t ≥  обмежена зверху і знизу додатними чис-

лами, то віднесемо ( )tψ  до CM , якщо ж ( )0 t Cµ< ≤  при 1t ≥ , то 

( ) 0tψ ∈M . Доведемо справедливість наступного твердження. 
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де ( ) ( ),1
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Доведення. Маємо з (2) 
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 В [5] було встановлено наступний факт. Якщо ( )f x Cψ
∞∈  

( )1 0 2, Cψ ψ∈ ∈M M , то в кожній точці x R∈ , при 0a∀ >  справед-
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 ( ) ( ) ( ) ( )1 nk n O nψ ψ α ψ= + , n →∞ . (7) 

При цих же умовах для будь-якого 0a >  і ϕ ∞ =  

( )esssup 1
x

xϕ= ≤  справедливі асимптотичні рівності: 
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Враховуючи оцінки (7), (8), включення 0C ⊂M M , обмеження 

( )ln 1n n Oα = , із співвідношення (6), можна одержати наступну рів-
ність 

( ) ( ), ;n pf x V f x− =  

( ) ( )1

2

2 1sin sin
2 2

sin
2

a t
n

p n pt tn
f x t dttp t

ψ

π

ψ
π

⌠





⌡

≤ ≤

− +

= − − +  

 
( ) ( ) ( ) ( )2

2

2 1sin cos
2 2 1

sin
2

a t
n

p n pt tn
f x t dt O ntp t

ψ

π

ψ
ψ

π

⌠





⌡

≤ ≤

− +

+ − + , (9) 

де 1 0 2, Cψ ψ∈ ∈M M , n →∞ . 

Як випливає із [1] для ( )f x Cψ
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Об’єднаємо співвідношення (4) та (10) і одержимо, що 
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 ( ) ( )1O nψ+ . (11) 

Користуючись результатами роботи [6] та запропонованою в ній 

методикою, можна довести: при , 1;
2
nR p nβ   ∀ ∈ ∈ +    
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Оскільки ( ) ( ) ( ),1
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≤ ≤∑ аналогічно ( ) ,B m nψ≤ то 
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α
ψ

=
+ = . (13) 

Об’єднуємо асимптотичні співвідношення (11), (12) та (13) і 
одержуємо (3). Теорема доведена. 

4. Якщо в даній теоремі вибрати 1p = , то одержуємо результати 
робіт, присвячених сумісному наближенню класів функцій сумами 
Фур’є (див., напр., [5, Т.2]). Якщо до того ж вибрати 

( )1
1 cos

2r
rk

k
π

ψ = ; ( )2
1 sin

2r
rk

k
π

ψ = ; ( ),1
1 cos

2i

i
i r

r
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π

ϕ = ; ( )2,i kϕ =

( )0
1 sin ,

2i

i
ir

r
r r N

k
π

= ∈ , то матимемо результати, доведені в [4]. 

Нехай ( )tω  — довільний модуль неперервності. Через Hω  поз-

начимо множину неперервних функцій ( )f x L∈ , для яких 

( ) ( );f t tω ω≤ . Через C Hψ
ω  позначимо множину функцій  
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( ) ,f x Lψ∈  для яких ( )f x Hψ
ω∈ . На класах C Hψ

ω  можна одержати 
асимптотичні рівності, аналогічні до (3), використовуючи схему до-
ведення нашої теореми та результати робіт [5, 6]. 
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