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МОДИФІКАЦІЯ МЕТОДУ ЛІНІЙНОЇ ІНТЕРПОЛЯЦІЇ ДЛЯ 
РОЗВ’ЯЗУВАННЯ СИСТЕМ НЕЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ 

Досліджується новий підхід до побудови методів розв’язу-
вання нелінійних систем. Даний метод базується на методах 
спуску та лінійної інтерполяції. Досліджено швидкість збіжно-
сті. Проведено чисельні експерименти на тестових задачах, та 
порівняно з базовими методами. 

Ключові слова: задача про найменші квадрати, метод лі-
нійної інтерполяції, метод спуску, система нелінійних рівнянь. 

1. Вступ 

Математичне моделювання складних фізичних процесів дуже 
часто потребує розв’язування систем нелінійних рівнянь. Універса-
льних методів для успішного розв’язування широкого класу подібних 
задач нема, тому актуальною є проблема побудови нових ефективних 
алгоритмів. Пропонується ітераційний метод для розв’язування сис-
тем нелінійних рівнянь, який не потребує аналітичного задання мат-
риці Якобі і більш повно на кожному кроці використовується обчис-
лена інформація про функцію. Проведено теоретичні та практичні 
дослідження даного методу. 

2. Постановка задачі 

Розглянемо задачу розв’язування системи нелінійних алгебраїч-
них рівнянь 
 ( ) 0,  : n nP x P R R  . (1) 

Курчатовим [3] запропоновано метод лінійної інтерполяції чисе-
льного розв’язування нелінійних функціональних рівнянь, який воло-
діє квадратичною швидкістю збіжності, та не містить оператора 

' ( )P x . Його зручно використовувати в тих випадках, коли обчислен-
ня похідної є ускладненим. 

Алгоритм методу лінійної інтерполяції: 
 1

1 1 1( , 2 ) ( )k k k k k kx x P x x x P x
     , (2) 

де лінійний оператор 1 1( , 2 )k k k kH P x x x    залежить тільки від 

елементів 1,k kx x , причому виконується умова [3]: 
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2' '''
1 1 1

1( ) ( , 2 ) ( ) .6k k k k k kP x P x x x x x P x       

Поділена різниця [4] 1 1( , 2 )k k kP x x x   визначається такою матри-

цею: 

 
   

( )

( ) ( )( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )
1 1

( ) ( 1)

, , 2 , , , , , ,
,

2( )

k
k ij

k kk k k k k
i i i n i i n

k k
i i

H h

P x x x x P x x x

x x

 



 

     
  

   

, 1, 2, , .i j n   
Поряд із задачею (1) можна розглядати задачу про найменші 

квадрати 

  1
( ) ( ), ( ) min .

2 nR
f x P x P x   (3) 

Застосовуючи метод спуску отримаємо алгоритм 

 1 1 1( , 2 ) ( )T
k k k k k k kx x P x x x P x     , (4) 

де 0k   визначається за одним із відомих алгоритмів і забезпечує 

монотонне спадання функції. Наприклад, 

 '( ( )) ( ) ( ( ), ( )),   0 1;k k k k k k kf x h x f x f x h x         (5) 

або  
 

0
arg min ( ).k k kf x h


 


   (6) 

де 1 1( , 2 ) ( )T
k k k k kh P x x x P x   . 

Нами в статті пропонується новий алгоритм розв’язання задачі (1). 
Маючи наближення kx , виконуємо один крок за методом (2) 

 
1

1 1( , 2 ) ( )k k k k k ku x P x x x P x


      , (7) 

і один крок за методом (4) 

 1 1( , 2 ) ( )T
k k k k k k kv x P x x x P x     . (8) 

Маючи значення ku  і kv , визначаємо наступне наближення 1kx   

за формулою 
 1 ( ),k k k k kx u v u     (9) 

де arg min ( ( ))k k k kf u v u


    . 

Виконання одного кроку за (8) та (9) не вимагає суттєвих додаткових 
обчислень, оскільки ( )kP x  і 1 1( , 2 )k k kP x x x  визначені при обчис-

ленні .ku  
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3. Обґрунтування збіжності 

Лема. Нехай  1: ,   ( ).n n nP R R P C R   Якщо kT  — матриця 

розмірності n n , така що 

  1' ( ) 1T T
k kI T P x 


   , 

тоді напрямок ( )T
k k kh T P x  є напрямком спадання функції f в точ-

ці kx . 
Доведення аналогічно [1]. 

Теорема. Нехай  

1) для  0 0, ,    : ( ) ( ) ( )x y D D x P x P x M CB P x     

( , ) ,P x y M  ,M    

 1( , )P x y B  , де ;B    (10) 

2) для , , ,x y z D   

2( , , )P x y z M , де 2M   ; 

3 3 3( , , ) ( , , ) , , 0;P x y z P x y M z M M        

3) Початкові наближення 1x  та 0x  вибирають такими, щоб вико-
нувалися умови: 

 
2

0 1 0
3

( ) ,
CB

x x P x
M   (11) 

 3 04 ( ) ,M B P x C  (12) 

де 
2

2 0( ) ( ) 1M C B P x    , .C    

Тоді послідовність  kx  породжена (7)—(9) збігається до розв’яз-

ку *x задачі (1) і має місце оцінка 

 
12 1

1 0( ) ( )
k

kP x P x
 

  . (13) 

Доведення. 
Доведення проведемо методом математичної індукції. 



0 0 0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 1 0 0

0 0 0 1 1 0 1 0 0

0 0 1 0 1 0 1 0 1

( ) ( ) ( ) ( , 2 )( )

( ( , ) ( , 2 ))( )

( ( , ) ( , ) ( , 2 ))( )

( , , )( ) ( , , 2 )

P u P u P x P x x x u x

P u x P x x x u x

P u x P u x P x x x u x

P u x x x x P u x x x

 

 

  

   

     

    

     

    
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0 0 1 0 0 0 0 1

0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0

2 2
0 0 2 0 0 3 0 1 0 0

( 2 ))( ) ( , , )

( , , 2 ))( ) ( , , 2 )( )

( ) .

u x x u x P u x x

P u x x x x x P u x x x u x

u x M u x M x x u x

 

    



     

      

      

 

Використавши (7) та (10) отримаємо 

0 0 0( ) .u x B P x   

Отже, враховуючи умову (11) 
2 22 2

0 2 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )P u M B P x B C P x P x  
 

Враховуючи побудову методу ми маємо 

1 0 0( ) ( ) ( ) .P x P u P x   

Нехай (13) виконується для 2 ,..., kx x  

2 1
0( ) ( ) .

k

kP x P x   

Покажемо, що (13) також виконується для 1kx  . Із умови 

1 1 1( , )( ) ( ) ( )k k k k k kP x x x x P x P x      

отримаємо 

1 12 ( ) .k k kx x B P x    

Тоді 

1 1

1 1 1

2 2
2 3 1

2 22 3
2 3 1

2 32 2 2 3 2 3
2 0 3 0

2 22 2 2 2 2 2 2 1
2 0 0 0

( )

( ) 4 ( ) ( )

( ) 4 ( )

( ) ( ) ( )

k k

k k k

k k k k k k k

k k k

P u M u x M x x u x

M B P x M B P x P x

M B P x M B P x

M B P x CB P x P x

 

  

 

  





 

  

     

  

  

  

 

Враховуючи побудову методу ми маємо 
12 1

1 0( ) ( ) ( ) .
k

k kP x P u P x
 

    

Теорему доведено. 
У більшості випадків досить важко підібрати «гарне» початкове 

наближення, тому використовують демпфований [2, с. 269] множник. 
Отже, остаточно метод набуде такого вигляду: 

 
1

1 1( , 2 ) ( ),k k k k k k ku x P x x x P x 
       (14) 

 1 1( , 2 ) ( ),T
k k k k k k kv x P x x x P x      (15) 

 1 ( ),k k k k kx u v u     (16) 

де arg min ( ( ))k k k kf u v u


     
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4. Апробація 
Роботу даного алгоритму досліджено на тестових прикладах. 

Обчислення проводилися до виконання умови 1 .k kx x     У таб-
лицях наведено кількість ітерацій (і), та кількість обчислень ветор-
функції (К) затрачених для отримання наближеного розв’язку задач. 
Розглянуто такі тестові функції: 

Приклад 1 Розширена сингулярна система Пауелла [5, с. 26]. 

 4 3 4 3 4 210 ;k k kP x x x        4 2 4 1 45 ;k k kP x x x    

   2
4 1 4 2 4 12 ;k k kP x x x        24 4 3 410 ;k k kP x x x   

 1
0 3; 1;0;1;...,3; 1;0;1 ;x     1 .

4

n
k   

Розв’язок  * 0;...;0 ;x    * 0.P x    

Приклад 2 Розширена система Грага і Леві [6, с. 16]. 

 4 3
2

4 3 4 2( ) ;kx
k kP x e x
     34 2 4 2 4 1( ) 10 ;k k kP x x x     

 2
4 1 4 1 4( ) ;k k kP x tg x x   4 4( ) 1,k kP x x   

 
0

1 1;2;...;1;2 ;x    
0

2 1; 2;...; 1; 2 ;x       1
4

n
k  . 

Розв’язок * (0;1;1;1;...;0;1;1;1)x    * 0P x  . 

Приклад 3 Система Розенброка [5, с. 26]. 
2

2 1 2 2 1 2 2 1( ) 10( ); ( ) 1 ;k k k k kP x x x P x x       

1
0 ( 1.2;1;...; 1.2;1);x    1

2

n
k  . 

Розв’язок. * (1,...,1);x    * 0P x  . 

Таблиця 1 

№ n 
 = 10-5  = 10-8

(2) (14)—(16) (2) (14)—(16)
і К і К і К і К

1

16 19 646 11 451 29 986 19 777
32 201320 12 879 30 1980 19 1385
52 202120 12 1359 30 3180 19 2145
100214242 13 2717 31 6263 19 3969

2

16 331122 13 581 51 1734 23 1085
32 332178 13 997 52 3532 23 1821
52 343602 13 1517 53 5639 23 2741
100357072 15 3201 5310707 23 4949

3

16 13 502 8 380 13 502 10 466
32 13 918 8 636 13 918 10 786
52 131438 8 956 13 1438 10 1186
100132686 8 1724 13 2686 10 2146
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5. Висновок 

Зроблено теоретичні та числові дослідження алгоритму (14)—(16). 
Доведена квадратична збіжність. 

На підставі числових розрахунків та порівняння отриманих ре-
зультатів, показано, що запропонований метод дозволяє зменшити 
обчислювальні затрати функції для отримання розв’язку. Особливо 
цей ефект відчутний у випадку, коли якобіан системи в точці 
розв’язку вироджений (приклад 1, 2). Додаткові обчислення трикро-
кового методу компенсуються за рахунок зменшення кількості ітера-
цій потрібних на відшукання розв’язку. 
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In this paper a new way to the creation of the method for solving sys-
tem of nonlinear equations is being researched, which is based on steepest 
descent and the linear interpolation methods. We have proved theorem 
where the convergence of the proposed method is justified and the rate of 
convergence is established. Numeral experiments have been conducted on 
the test problems and they have been compared of the basic method. The 
conclusions on the possibilities application of method have been made. 

Key words: the methods of steepest descent, the linear interpolation 
method, system of nonlinear equations. 

Отримано 17.09.10 
 
 
 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (Coated FOGRA27 \050ISO 12647-2:2004\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo false
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
    /Arial-Black
    /Arial-BlackItalic
    /Arial-BoldItalicMT
    /Arial-BoldMT
    /Arial-ItalicMT
    /ArialMT
    /ArialNarrow
    /ArialNarrow-Bold
    /ArialNarrow-BoldItalic
    /ArialNarrow-Italic
    /ArialUnicodeMS
    /CenturyGothic
    /CenturyGothic-Bold
    /CenturyGothic-BoldItalic
    /CenturyGothic-Italic
    /CourierNewPS-BoldItalicMT
    /CourierNewPS-BoldMT
    /CourierNewPS-ItalicMT
    /CourierNewPSMT
    /Georgia
    /Georgia-Bold
    /Georgia-BoldItalic
    /Georgia-Italic
    /Impact
    /LucidaConsole
    /Tahoma
    /Tahoma-Bold
    /TimesNewRomanMT-ExtraBold
    /TimesNewRomanPS-BoldItalicMT
    /TimesNewRomanPS-BoldMT
    /TimesNewRomanPS-ItalicMT
    /TimesNewRomanPSMT
    /Trebuchet-BoldItalic
    /TrebuchetMS
    /TrebuchetMS-Bold
    /TrebuchetMS-Italic
    /Verdana
    /Verdana-Bold
    /Verdana-BoldItalic
    /Verdana-Italic
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects true
  /CheckCompliance [
    /PDFX1a:2001
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents suitable for reliable viewing and printing of business documents.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>
    /HEB <>
    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata pogodnih za pouzdani prikaz i ispis poslovnih dokumenata koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 5.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /ConvertColors /ConvertToRGB
      /DestinationProfileName (sRGB IEC61966-2.1)
      /DestinationProfileSelector /UseName
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements true
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MarksOffset 6
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /UseDocumentProfile
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [419.528 595.276]
>> setpagedevice




