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Запропоновано новий алгоритм розв’язування задачі моде-
лювання ідеальної течії для спеціального типу просторових обла-
стей — пластів змінної малої товщини, обмежених двома еквіпо-
тенціальними поверхнями-стінками та чотирма поверхнями течії. 
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Вступ. Моделювання просторових ідеальних полів [6; 8] пов’я-
зане з чималою кількістю проблем, породжених, зокрема, неможливі-
стю побудови просторової теорії аналітичних функцій комплексної 
змінної (відповідної плоскій теорії), відсутністю аналогу методу кон-
формних відображень тощо. 

У роботах [1—3] запропоновані просторові узагальнення кон-
формних відображень для моделювання та прогнозування ідеальної 
течії у криволінійному паралелепіпеді, обмеженому попарно ортого-
нальними між собою еквіпотенціальними поверхнями та поверхнями 
течії: введено поняття просторово комплексно-спряжених функцій, 
запропоновано аналітичні та числові підходи реалізації розв’язків 
відповідних задач.  

У цій роботі розглядається спеціальний тип просторових ідеаль-
них полів — так звані тонкі просторові пласти (див., напр., [4]), для 
яких задача моделювання просторової ідеальної течії зводиться до 
задачі теорії плоскої квазіідеальної течії (задачі на квазіконформне 
відображення). 

Загальна постановка задачі. Розглянемо ідеальний процес фільт-
раційної течії в області G  (  , ,x y z  , рис. 1 — деякому безрозмірної 

змінної товщини ( , )H H x y  пласті, обмеженому двома еквіпотенціа-

льними циліндричними поверхнями * * :A A B B     *( , ) 0,f x y   

( , ) ( , ) ( , )f x y z f x y H x y   , * * :C C D D   
*( , ) 0,f x y   ( , )f x y   

( , ) ( , )z f x y H x y    та чотирма поверхнями течії, дві з яких (від-

повідно підошва та крівля) задані своїми параметричними рівняння-

ми:  :A B C D      ,x u y ,v ( , )z f u v , * * * * :A B C D   ,x u  
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,y v  ( , ) ( , )z f u v H u v  , а інші дві — ортогональні до них (вздовж 

ліній перетину) циліндричні поверхні: * * :A D A D     *( , ) 0,g x y   

( , ) ( , ) ( , )f x y z f x y H x y   , * * :B C C B    *( , ) 0,g x y   ( , )f x y   

( , ) ( , )z f x y H x y   . Побудовану вищеозначеним чином просто-

рову фізичну область надалі ототожнимо з її ортогональною проекці-
єю Gz  на площину xOy  ( uOv , u ivz = ) — внутрішністю криво-
лінійного чотирикутника ABCD , обмеженого двома лініями течії 

AD  ( *( , ) 0g u v  ), BC  ( *( , ) 0g u v  ) та двома еквіпотенціальними 

лініями AB  ( *( , ) 0f u v  ), CD  ( *( , ) 0f u v  ). Вважатимемо, що тов-
щина пласта є малою в порівнянні з геометричними розмірами осно-
ви (підошви), а відповідний процес — двовимірним відносно змінних 
( , )u v  [4]. На основі міркувань закладених у [4—5] закон руху (Дарсі) 
та рівняння нерозривності запишемо відповідно у вигляді:  
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H grad
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, (2) 

де   — коефіцієнт провідності (для зручності викладок покладемо 

1  ),  ,u v   — квазіпотенціал швидкості 


 ( AB  , 
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d d
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( , ) ( , ),u vf u v f u v  2( , ) 1 ( , )vG G u v f u v   , 2W EG F  ,  ,u v G z .  

Згідно з (1)—(2), шляхом введення функції течії ( , )u v   — 

квазікомплексно-спряженої до ( , )u v   (див., напр., [1]), приходи-

мо до задачі на квазіконформне відображення    ,u v    z  

 ,i u v  даної області Gz  на відповідну область квазікомплексного 

потенціалу  : , 0G Q     
     : 
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AB  , CD  , 0,
DA BC

Q   , (4) 

де стала Q  — повна витрата (невідомий параметр). 

 
Рис. 1. Просторова фізична область G  

З метою забезпечення гладкості даного відображення у кутових 
точках , , ,M A B C D  на функції *( , ) 0g u v  , *( , ) 0g u v  , 

*( , ) 0f u v  , *( , ) 0f u v   накладаємо умови: 

              0u u v v u vg M Gf M Ff M g M Ff M Ef M         , 

де 

 
 *

*

, , ;

( ), , ;

def f M M A B
f M
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  
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  
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, , ;

( ), ,

def g M M A D
g M
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  


 

(дотичні до граничних ліній течії повинні настільки відхилятись від 
нормалей до відповідних еквіпотенціальних ліній, наскільки «анізот-
ропія» відхиляє вектор швидкості від даних нормалей). 

Врахувавши при цьому, що косинус кута   відхилення вектора 
швидкості v


 від градієнта потенціалу grad  в довільній точці 

= +u ivz  обчислюється за формулою: 

 

   
2 2

2 2
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2
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 , (5) 

приходимо до відповідних аналогів умов колінеарності для пригранич-
них та граничних вузлів в околі границі області Gz  (див., напр., [1]): 

   u v u vu Ef Ff v Ff Gf 
       , *( , ) ( , )

def

f u v f u v   *( , )f u v  

(для AB  або CD ),    u v u vu Eg Fg v Fg Gg 
       , ( , )

def

g u v   

*
*( , ) ( , )g u v g u v  (для AD  або BC ). 
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Відповідну обернену задачу до (3)—(4) на квазіконформне ві-
дображення      , ,u iv     z = z  області G  на zG  при не-

відомому Q  аналогічно до [1] отримаємо у вигляді: 
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(6) 

зокрема, згідно з (5), матимемо: 

 

0,

0.

W u F u F u W H u

G H G G G
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 (7) 

Алгоритм числового розв’язку задачі. Різницеві аналоги рів-
нянь (9), крайових умов (8) приграничних аналогів умов колінеарнос-
ті (7) та умов «квазіконформної подібності в малому» відповідних 

чотирикутників [1] у рівномірній сітковій області   ,  :i jG
    

,i i       =0, ;i m  ,j j     =0, ;j n  ,
m
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n
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= ,
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



 , Nm n  запишемо у вигляді: 
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   , , , , 1, 1, , , , ,ui j i j i j ui j i j i j vi j i j i j vi jF G F G u u F G F G 
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=1, 1i m  , =1, 1j n  ; тут і надалі  , ,i j i ju u   ,  , ,i j i jv u   , 

 , , ,,i j i j i jE E u v ,  , , ,,i j i j i jF F u v ,  , , ,,i j i j i jG G u v , ,i jW   

 , ,,i j i jW u v ,  , , ,,i j i j i jH H u v . 
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Алгоритм наближення розв'язку даної задачі в загальному випадку 
будуємо шляхом поетапної параметризації (“почергового заморожуван-
ня”) параметра   (або витрати Q), граничних та внутрішніх вузлів сітки 

G
z  [1] з використанням ідей методу блочної ітерації (див., напр., [7] для 

обґрунтування його збіжності). Особливість побудови алгоритму, при 
цьому, полягає в тому, що послідовні наближення коефіцієнтів ,i jE , 

,i jF , ,i jG , ,i jW , ,i jH  на даному кроці у (i, j)-вузлах сітки G
  знаходять-

ся лише після наближень відповідних значень , ,,i j i ju v .  
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Задаємо кількість вузлів розбиття сітки m та n, параметр  , що ха-
рактеризує точність роботи алгоритму розв’язання відповідної різнице-

вої задачі, початкові наближення координат граничних вузлів  0
0, ,ju  

 0
0, ,jv         0 0 0 0

, , , ,, , , ,m j m j i n i nu v u v     0 0
,0 ,0,i iu v  (так, щоб виконувались умови (10)) 

та початкові наближення координат внутрішніх вузлів     0 0
, ,,i j i ju v , 

1, 1, 1, 1i n j m     (наприклад, як середні арифметичні значення від-
повідних координат граничних вузлів), знаходимо за формулою (11) 

початкове наближення  (0) (0) (0)
, ,,i j i jx y   невідомої величини  . 

Далі проводимо уточнення координат внутрішніх вузлів 

 ( ) ( )
, ,,k k

i j i ju v  ( 0,1,k    — крок ітерації) за допомогою ітераційної 

схеми (8). Після цього знаходимо нові наближення  1k   та  1kQ   

величин   (за (11)) та 
n

Q 


   . Підправляємо координати гранич-

них вузлів, наближено розв’язуючи систему рівнянь (9)-(10) та пере-
віряємо виконання умов: 

 ( 1) ( ) ( 1) ( )
, , , ,

, ,

max ,
,

k k k k
i j i j i j i j

i j i j z

u u v v
u v G




   


, ( 1) ( )k kQ Q    .  (12) 

Якщо умови (12) не виконуються, то повертаємось до уточнення 
координат внутрішніх вузлів. Обчислюємо нев’язку «квазіконформ-

ності» отриманої сітки 2 2
1 2    , де 1 , 2  — нев’язки апрокси-

мацій рівнянь (5) в G :  
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1

1 , , , , 1 ,
( , )
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E u u v v




 
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Зауваження 1. Якщо область zG  має вигляд прямокутника, 

 :G z z  0 1; ;u u u    0 1;v v v   , то поставлена задача зводиться до 

відповідного квазіконформного відображення даного прямокутника 
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на прямокутник G . Аналогічно може бути розв’язаною задача у 

випадку більш загального задання поверхні * * * *A B C D : ( , )x x u v , 
( , )y y u v , ( , )z z u v , ( , )u v G z . 

Зауваження 2. Більш адекватною дійсності є модель, коли ве-
личина, що характеризує товщину пласта ( , )H H x y  відкладається 

вздовж нормалі до біжучої точки його підошви * * * * ,A B C D x u   

,y v  ( , ),z f u v  0 1; ;u u u    0 1;v v v   . В цьому випадку, параме-

тричні рівняння крівлі приймуть вигляд: 

  1
* * * * 2 2( , ) ( , ) ( , ) 1u u vA B C D x u Hf u v f u v f u v


    


, 

( , )vy v Hf u v     1
2 2( , ) ( , ) 1u vf u v f u v


  , 

  1
2 2

0 1 0 1( , ) ( , ) ( , ) 1 , ; , ;u vz f u v H f u v f u v u u u v v v
 

           


. 

Програмна реалізація алгоритму та числові приклади. Вище 
описаний алгоритм чисельного розв’язання поставленої задачі реалі-
зований у вигляді програми для ПК IBM PC/AT. Для перевірки його 
коректності проведена серія чисельних експериментів, зокрема, про-
ведені відповідні обчислення для області G  — пласта товщини 

( , ) 0.1H x y   побудованого на частині поверхні  :  ,x u  y ,v  

cos( )cos( )z u v ,  2; 2 ,u      2; 2v    , як на підошві при 

*
0

0
u u

 


, *

1

1
u u

 


, 510  . У таблиці 1, окрім заданих па-

раметрів розбиття m n , фігурує кількість ітерацій k , значення шу-
каної витрати Q  та нев’язки “квазіконформності”   На рис. 2 пока-

зано гідродинамічні сітки руху для G  та відповідної їй плоскої об-

ласті zG  при 20m n  .  

Таблиця 1 

Значення параметрів розрахунку гідродинамічної сітки в zG . 

m n k Q    

20 20 41 0.09866 0.07011 
40 40 156 0.09856 0.03636 
60 60 330 0.09854 0.02438 
80 80 546 0.09853 0.01828 
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Рис. 2. Гідродинамічна сітка руху в областях а) G  та б) Gz  

 при розбитті 20 20 

Бачимо, що в кутових точках та в центрі даної області одержана сі-
тка Gz  є конформною, що підтверджує правильність розрахунків, вра-
ховуючи геометричне задання «підошви»: коефіцієнти першої квадрати-
чної форми приймають значення 1E G  , 0F  . Крім цього, підтвер-
дженням правильності розрахунків є наявність заздалегідь запланованої 
симетрії області (справді розрахунки достатньо було проводити лише в 
одному з чотирьох квадрантів, наприклад, 0u  , 0v  ). 

Висновки. Задачу моделювання просторової ідеальної течії у спе-
ціального типу просторовій області — тонкому пласті змінної товщини 
зведено до задачі теорії плоскої квазіідеальної течії (задачі на квазікон-
формне відображення) та подано алгоритм розв’язку останньої. 

Можливим є більш точніше «квазіконформне» наближенням 
просторової ідеальної течії, шляхом зведення вихідної задачі до кра-
йової задачі для системи нелінійних інтегро-диференціальних рів-
нянь, одержаних у роботах В.А. Толпаєва (див., напр., [9]). При цьо-
му, побудований алгоритм розв’язку доповнюється додатковою про-
цедурою почергової фіксації інтегральної та диференціальної складо-
вих даних систем рівнянь. У перспективі також, є узагальнення розро-
бленого алгоритму на випадки наявності анізотропії описаних вище 
просторових пластів.  
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