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ПРО ОСТАТОЧНІСТЬ ДЕЯКИХ ОЦІНОК ЩОДО ЗБІЖНОСТІ 
ОРТОГОНАЛЬНИХ РЯДІВ 

Одержано дві теореми щодо остаточності деяких коефіцієнт-
них оцінок для рядів за загальними ортонормованими системами. 
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Поняття Sp-системи було введено С. Б. Стєчкіним і виникло як 
узагальнення того факту, що аналогічними властивостями володіють 
лакунарні підсистеми тригонометричної системи функцій. Саме 
С. Б. Стєчкіним були одержані необхідні і достатні коефіцієнтні умо-
ви для збіжності майже всюди рядів за такими системами. Подаль-
шому розвитку цих результатів присвячені роботи [1; 2]. Поняття 
S(p, )-систем виникло як природне узагальнення поняття Sp-
системи. У роботі [3] наведені коефіцієнтні умови, які зумовлюють 
збіжність майже всюди рядів за S(p, )-системами, проте питання про 
остаточність цього результату залишилось відкритим. Перший параг-
раф статті містить теорему, яка розв’язує питання про остаточність 
зазначених коефіцієнтних умов. 

Перші оцінки норм функцій, які є сумою деякого ряду за загаль-
ними ортонормованими системами були одержані Пелі. Пізніше такі 
оцінки в різних функціональних просторах і для різних ортогональних 
систем досліджували різні автори, наприклад, див. [4—7]. Так оцінку 
норм функцій через їх коефіцієнти Фур’є, у випадку ортонормованої 
системи, норми якої у просторах Лебега не є обмеженими у сукупності 
було одержано у роботі [8], проте питання про остаточність такої оцін-
ки не досліджувалось. У другому параграфі статті доведено теорему, 
що, в деякому сенсі, свідчить про остаточність такої оцінки. 

Перейдемо до викладення основних результатів статті. 

1. Остаточність коефіцієнтних оцінок для S(p, )-систем 

Нехай  k   — неспадаюча послідовність додатних чисел. 

Означення. Послідовність  називається опуклою догори , як-
що при всіх n=1,2,... 

2
2 12 0n n n n         . 

Остання нерівність означає, що ламана з вершинами в точках 
(k, k), k = 1, 2, ... являє собою графік опуклої догори функції. 
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Легко бачити, що в цьому випадку при всіх k = 1, 2, ... 

1 2 1k k C        , 

а значить, 
 k = O(k). (1) 

Головним результатом параграфу є така теорема. 

Теорема 1. Нехай  k   — неспадаюча, опукла догори пос-

лідовність додатних чисел. Існує така ортонормована система на від-
різку [0,1]  ( )n x , яка є S(p, )-системою (2 < p < ), і при будь-якій 

послідовності  n  з 

   2logn no e   ,  (2) 

знайдеться така послідовність  na , що 2

1
n n

n

a 



  , але ряд 

1

( )n n
n

a x



  є розбіжним на множині додатної міри. 

Доведення. Визначимо послідовність  k  так. Нехай 

 2min :k nn k    . При цьому 

 2 2 2 2
1 1 .

k k k k
k C             

Не обмежуючи загальності, будемо вважати, що 1 1   і при всіх 

k: 2 1
k

k   . 

Визначимо тепер нашу систему  ( )n x  так. Покладемо 

 
 

12 (2 ), 0, ,2
( )

10, ,1 ,2
k

k x x
x

x





  




 

та якщо nk при всіх k=1,2,... ,то 

 
 

10, 0, ,2
( )

12 (2 1), ,1 ,2
n

n

x
x

r x x


  
 



 

де ( ) sign sin 2n
nr x x  — функції Радемахера, а послідовність  ( )n x  

побудована в [9, c. 299]. 
Очевидно, що  ( )n x  є ортогональною системою. Але, крім 

цього, 
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1
1 122 2 2

0 0 0

( ) 2 (2 ) ( ) 1
k k kx dx x dx x dx        , 

і при nk , при всіх k = 1, 2, ... . 
1 1 1

2 2 2

10 0
2

( ) 2 (2 1) ( ) 1n n nx dx r x dx r x       , 

тобто система  ( )n x  ортонормована на [0, 1]. 

Покажемо тепер, що  ( )n x  — S(p, )-система. Для цього роз-

глянемо поліном за цією системою 
1

( ) ( ).
N

N n n
n

P x a x


   

Mаємо: 

(1) (2)

:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k k

k k

N n n N N
k N n

n N

P x a x a x P x P x 
 

 
 



      . 

Далі, 
1

1
(2)

0

( ) ( )
k k

p p

n n n nN
p n n

n N n Np

P a x a x dx
 

 
 
 

 
 
   
 
 
 

   

1

1

1
2

(2 1)
k

p p

n n
n
n N

a r x dx



 
 
   
 
 
 

  

1 1
2

1
2

0

( ) ,
k k

p p

p n n p n
n n
n N n N

c a r x dx c a
  
 

                 

   

тому, що система Радемахера є Sp-системою [10, c. 153]. 
Далі, 

1
1

(1)

:0

( )
k k

k

p p

N
p k N

P a x dx 





 
    
 

  
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1 1
1

12

: :0 0

(2 ) ( )
k k

k k

p p p p

k p k
k N k N

a x dx c a x dx 
 

 
 

   
             

     (3) 

1
1 1

2 2 2 21
22 2

: : : :0

( ) 1 .
k k

k k k k

p p p

p k p
k N k N k N k N

c a x c a 
   


   

 
        

                        
 

     

Із означення  k  легко зрозуміти , що 2

:

1
k

N
k N




  , значить 

 

1
2

(1) 2

:

.
k

k

p NN
p k N

P c a





 
   

 
   (4) 

Об’єднуючи оцінки (3) і (4), одержуємо 

(1) (2) 2

1

N

N p N nN Np p p n

P P P c a


 
    

 
 . 

Отже, показано, що  ( )n x — S(p, )-система. 

Нехай тепер  n  задовольняє умову (2). Покладемо: 

 2 2 2log ( ) (log ).
n nn o e o n        

Тоді, спираючись на теорему Б. С. Кашина [9, c. 299], можна 
стверджувати, що знайдеться послідовність  na  така, що 

 2

1

,n n
n

a 



   (5) 

але ряд 

 
1

( )n n
n

a x



   (6) 

розбігається на множині додатної міри. Нарешті, нехай 

k ka a   і an=0 при nk , k = 1, 2, ... . 

Тоді ряд 
1

( )n n
n

a x



  розбігається на множині додатної міри вна-

слідок розбіжності ряду (6) , хоча і 2

1
n n

n

a 



   згідно з (5). 
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2. Оцінка норми функцій у просторі Лоренца 

У цьому параграфі ми покажемо, що оцінка норми функцій у про-
сторі Лоренца, що міститься у роботі [8, c. 193] точна у загальному 
випадку (для систем із L не обмежених в сукупності) в тому розумін-
ні, що степінь величини Вn, яка міститься в оцінці, не можна замінити 
ніяким меншим степенем. А саме, справедлива така теорема. 

Теорема 2. Нехай  nM  — деяка послідовність дійсних чисел, 

Mn  1, 2

1

n

n k
k

B M


  (n = 1, 2, ...), q > 2, r  2 і 

 2
1 .n nM cB    (7) 

Знайдеться ортонормована на [0,1] система  ( )n x  і послідов-

ність   2nc l  , такі, що n nM

  і при будь-якому 1rr q     

2
1

r n
n r

nn

Bc
M






  , 

але ряд 
1

( )n n
n

c x



  збігається майже всюди до функції f0 і f0Lq,r. 

Доведення. Ми будемо використовувати конструкцію, аналогічну 

застосованої Масловим в [11]. Вважаємо, що M1 = 1 і 2
nM  — цілі числа 

при всіх nN. Покладемо l1 = h0 = m0 = 0 = 0, h1 = m1 = 1 = 1 = 1 і 
далі, якщо lj-1, hj-1, mj-1, j-1, j-1 визначені, то покладемо 

1

1

12
1

1

min : 2 ,j

j

h
l

j j k
k h

h h m M 






 

     
  

  

1

2
1

1

max : 2 ; 2 ;
j

j

j

h
ll

j j k j
k h

l l m M m



 

      
  

  

 
1

1

2
1

1

,
j

j

h

j j j k
k h

m m M





 

 
  
 
 
  та k kM M  при k = hj-1, ..., hj-1 і 

1

1
21

2
1 .

j

j

j

h

h j j k
k h

M m m M







     
  

  

Тоді 
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     
1

1

2 1
1

1

1 11 22 4

j

j

h

j j j k j j
k h

m m M m m







 

 
     
 
 
   (8) 

i 
 12 .j j jm m cm    (9) 

Ліва нерівність в (9) очевидна i , використовуючи (7) , маємо 
1 1

1 1

1 1
2 2 2

1 1
1 0

2 2
j i

j j

j i

h hj

j j k h j h j k
k h i k h

m m M M m cB m c M
 

 

 

 
   

           

 
1 1 1

2 1
1 1

1 0

2
j

j

h j

k j i i i j
k h i

M m c m m m
  


 

  
        

 
1

1
0

2 4 (3 4 ) .
j

j i i j j
i

m c m m m c m





       

Тепер покладемо sn-1=mn, 
2

1

n

n k
k

B M


   і 

1

1( ) ( ),
n

n

B

n n i
i B

x M x 





   

де ( )i x  — відома система Уолша. 

При hn < k  hn+1 покладемо 
1 1

, q
k n n nc p p s


   і нехай 

1
1

, , 1, 2,...
n

n k k k k k
k

s p p p p n 


       . 

Використовуючи властивості функцій Уолша, одержимо, що ряд 
1

1 1

( )
n

n

h

n k
n k h

p x


  
   

збігається майже всюди до деякої функції f0 ,такої, що 

 1 1
1

0

, , , 1, 2,...;

1( ) 1, 0,1, ;2
0, при інших .

n n nx s s n

f x x

x

  


  

 




 

Ясно, що f0  Lq,r. Дійсно, на підставі (9) 

0 ,
1 1 1

.
p p pn pq pq q

k k n n nq p
n k n

f s p s p s
  

  

 
     

 
    
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Але в той же час, використовуючи (8) і (9) 
1

1

1
2 2

1 1 1 1

n

n
n

h
r r r rk k

k n k nr r h
k kk n k h n

B Bc p M p B
M M

 






  


 
    

       

    1

11 1
1

1 1
n n

r r
n h h n n n n

n n

c p B B c p s s





   


 
       

11 1 1
1

1 1 1

4 ,
r rr r q

n n n nn
n n n

c p s c p s s
  

       


  
        

що і треба було довести. 
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