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ІСНУВАННЯ ТА ЄДИНІСТЬ ГЛОБАЛЬНОГО РОЗВ’ЯЗКУ 
ЗАДАЧІ КОШІ ДЛЯ НЕСКІНЧЕННОЇ СИСТЕМИ НЕЛІНІЙНИХ 

ОСЦИЛЯТОРІВ НА ДВОВИМІРНІЙ ҐРАТЦІ 

Стаття присвячена вивченню нескінченної системи дифе-
ренціальних рівнянь, яка описує нескінченну систему лінійно 
зв’язаних нелінійних осциляторів, розміщених на двовимірній 
ґратці. Отримано результат про існування та єдиність глобаль-
ного розв’язку задачі Коші.  

Ключові слова: нелінійні осцилятори, двовимірна ґратка, 
задача Коші, глобальний розв’язок.  

Вступ. У цій статті вивчаються рівняння, які описують динаміку 
нескінченної системи лінійно зв’язаних нелінійних осциляторів, розмі-
щених на цілочисловій двовимірній ґратці. Нехай  ,n mq t  — узагальне-

на координата  ,n m -го осцилятора в момент часу t . Передбачається, 

що кожний осцилятор лінійно взаємодіє з чотирма своїми найближчими 
сусідами. Тоді рівняння руху системи, що розглядається, мають вигляд 
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Рівняння (1) представляють собою нескінченну систему звичай-
них диференціальних рівнянь. 

Розглядаються такі розв’язки системи (1), що 
 ,

,
lim ( ) 0,n m

n m
q t


  (2) 

тобто осцилятори знаходяться в стані спокою на нескінченності.  
Подібні системи є цікавими з огляду на численні застосування у фі-

зиці [8], [10], [11]. У статті [14] вивчались періодичні розв’язки для сис-
теми осциляторів на двовимірних ґратках, а в статтях [2], [3], [12] та 
[13] — біжучі хвилі. Питання коректності задачі Коші для ланцюгів не-
лінійних осциляторів (випадок одновимірної ґратки) вивчалося в [5] і [9], 
а для систем осциляторів на двовимірних ґратках — в [4]. Зауважимо, 
що в статті [4] доведено існування та єдиність глобального розв’язку для 
систем осциляторів із нелінійностями, зріст яких на нескінченності не 
вище 2-го степеня. Результат цієї статті поширює результат статті [4]. 
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Метою статті є одержання умов існування та єдиності глобаль-
ного розв’язку задачі Коші для нескінченної системи лінійно зв’яза-
них нелінійних осциляторів, розміщених на двовимірній ґратці.  

Постановка задачі та основні припущення. Потенціал , ( )n mU r  

запишемо у вигляді 
, 2

, ,( ) ( )
2
n m

n m n m

d
U r r V r    і покладемо ,n mc   

= ,n md 1, , , 1 , .n m n m n m n ma a b b      Тоді рівняння (1) матиме вигляд 
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Враховуючи граничні умови (2), це рівняння зручно розглядати 
як диференціально-операторне рівняння 
 ( )q Aq B q  , (4) 
де 

  1, 1, , 1, , 1 , 1 , , 1 , ,,
,n m n m n m n m n m n m n m n m n m n mn m

Aq a q a q b q b q c q           

(такі оператори вивчалися в [6, с. 597]), а нелінійний оператор B  
визначається формулою 

    , ,,
( ) ,n m n mn m

B q V q  (5) 

в просторі дійсних послідовностей  ,n mq q  зі скалярним добутком 
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Позначимо цей простір 2, 2l . Скалярний добуток і норму в 2, 2l  

позначатимемо  ,   і   відповідно.  

Далі нам також знадобиться простір l  — банахів простір об-
межених послідовностей з нормою 

,
,
sup .n ml

n m
q q





 

Відмітимо, що рівняння (3) у просторі 2, 2l  можна подати у гамі-

льтоновому вигляді 
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де p q  .  
За означенням, розв’язком рівняння (4) вважається двічі непере-

рвно диференційовна функція від t  зі значеннями в 2, 2l .  

Припускається, що виконуються умови:  

( )i  послідовності  ,n ma  і  ,n mc  дійсних чисел обмежені;  

 ii  , ( )n mV r  — функція класу 1C  на  , причому 

, ,(0) (0) 0n m n mV V    і для будь-якого 0R   існує таке   0C C R  , 

що для всіх ,n m  

 , 1 , 2 1 2 1 2( ) ( ) , , .n m n mV r V r C r r r r R      (6) 

З умови ( )i  випливає, що A  є обмеженим самоспряженим опе-

ратором в 2, 2l  (див., наприклад, [6, с. 509]). А для оператора B  пра-

вильна лема ([4, с. 20]): 

Лема 1. Нехай виконується умова  ii , тоді оператор B  є обме-

женим оператором в 2, 2l . Більше того, оператор B  є неперервним за 

Ліпшицем на кожній кулі простору 2, 2l .  

Задача Коші для рівняння (4) полягає у знаходженні розв’язку, 
який задовольняє початкові умови:  
 (0) (1)(0) , (0) .q q q q   (7) 

Основний результат. Наведемо результати про існування та 
єдиність локального і глобального розв’язків для системи осцилято-
рів, отримані в статті [4, с. 22-23]:  

Теорема 1. Нехай виконуються умови  i  та  ii . Тоді для будь-

яких (0)
2, 2q l  і (1)

2, 2q l  задача (4), (7) має єдиний розв’язок класу 
2C , який визначений на деякому інтервалі  0 0;t t .  

Теорема 2. Нехай виконуються умови  i  та  ii  з константою C , 

яка не залежить від R . Тоді для будь-яких (0)
2, 2q l  і (1)

2, 2q l  задача 

(4), (7) має єдиний розв’язок класу 2C , який визначений при всіх t .  
Посилена умова  ii  виконується для нелінійностей, зріст яких 

на нескінченності не вище 2-го степеня.  
Лема 2. Нехай виконуються умови  i  та  ii  . Тоді  ,H p q  є 

функціоналом класу 1C  на 2, 2 2, 2.l l  
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Доведення. Квадратичні члени 
2

p  і  ,Aq q  є, очевидно, фун-

кціоналами класу 1C  (нагадаємо, що згідно  i  A  — обмежений лі-

нійний оператор). Тому достатньо показати, що 
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є функціоналом класу 1C  на 2, 2l . Нехай 2, 2 2, 2,q l h l   і ( )B q  ви-

значено рівністю (5).  
За формулою Лагранжа, існують такі  , 0, 1n m  , що  

   , , , , , , ,
,
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Припустимо, що q R  і h R . Тоді ,
l l

q R h R    і згі-

дно  ii : 

   2 2
, ,

,

( ) ( ) ( ), .n m n m
n m

q h q B q h C h C h o h  


     


 

Це означає, що похідна '( )q  існує і '( ) ( )q B q  . Оскільки, за 

лемою 1, оператор ( )B q  неперервний, то 1.C   Лему доведено. 
Розглянемо гамільтонову систему з гамільтоніаном :H  

 ( , ), ( , ).q pp H p q q H p q      (8) 

Оскільки  ,pH p q p   і  , ( )qH p q Aq B q    , то задача Коші 

для системи (8) еквівалентна задачі Коші для рівняння (4), а значить і 
для рівняння (1). Як добре відомо (див., наприклад, [1]), ( , )H p q  є інте-
гралом системи (4) (у цьому неважко переконатися). Звідси отримуємо:  

Наслідок. В умовах ( ), ( )i ii  нехай ( )q t  — розв’язок рівняння (1) 

зі значеннями в 2, 2l . Тоді          1 0, , .H q t q t H q q const   

Теорема 3. Нехай виконуються умови  i ,  ii  та оператор A  

недодатний, тобто  , 0Aq q   для будь-якого 2, 2q l . Крім того, 

нехай виконується одна із наступних умов:  

 a  , ( ) 0n mV r   для всіх ,n m  і ;r  

 b  існує така неспадна функція ( ),h   визначена для 0  , що 

lim ( )h





   і  , ( )n mV r h r  для всіх ,n m  і .r  
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Тоді для будь-яких початкових даних (0) (1)
2, 2,q q l  задача (4), 

(7) має єдиний розв’язок, визначений при всіх .t  

Доведення. Нехай виконується умова  a  і ( )q t  — локальний 

розв’язок задачі (4), (7), що існує згідно теореми 1. Для того, щоб довес-
ти, що ( )q t  визначена на всій осі, достатньо показати, що функція 

( ) ( )q t q t   залишається обмеженою на будь-якому скінченному інте-

рвалі  0 0,t t  існування розв’язку (див., наприклад, [7], теорема Х.74).  

За наслідком з леми 2 

   (1) (0)( ), ( ) , .H q t q t H q q  

Відповідно до умов теореми і означення гамільтоніана:  

 2 (1) (0)1
( ) , .

2
q t H q q  

Отже, ( )q t  обмежена на  0 0,t t . Оскільки  

(0)

0

( ) ( ) ,
t

q t q d q     

то звідси випливає обмеженість ( )q t  і теорему в цьому випадку до-

ведено.  
Нехай виконується умова  b  і 0 0H   таке, що 

 (1) (0)
0,H q q H  і 0r   — розв’язок рівняння 0( )h r H  (він, оче-

видно, існує). Із означення H  та умов теореми випливає, що 

 (0)
, 0n mh q H  і, отже, на множині, де ( )h r  строго зростає, викону-

ється нерівність (0)
,n mq r . 

На множині, де ( )h r  стала, виберемо 0 0H   так, щоби r  було 

найбільшим на даній множині, тоді автоматично (0)
,n mq r .  

Нехай ( )r  — функція, визначена рівністю 

1, 0 ,

( ) 1, 1,

0, 1.

r r

r r r r r r

r r


 

      
  

 

Покладемо  , ,
0

( ) ( ) ( ) 2 1 ( ) .
r
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Неважко перевірити, що модифіковане рівняння (3) з потенціа-
лом nV  задовольняє умовам теореми 2 і, отже, має глобальний 

розв’язок ( )q t  з початковими даними (0) (1),q q . Елементарні обчис-

лення показують, що ( ) ( )nV r h r  , де 
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Для модифікованого гамільтоніана H  маємо  ( ), ( )H p t q t   

 (1) (0),H q q  . Оскільки (0)
,n mq r , то  (1) (0)

0,H q q H . Отже, 

 , 0n mh q H . 

Оскільки 0( ) ( ) ( )h r h r h r H    , то ,n mq r . Оскільки для 

( )q t  модифіковане рівняння співпадає з вихідним, то ( )q t  є глобаль-
ним розв’язком вихідної задачі. Теорему доведено.  

Таким чином, у цій статті одержано умови існування та єдиності 
глобального розв’язку задачі Коші для нескінченної системи лінійно 
зв’язаних нелінійних осциляторів, розміщених на двовимірній ґратці 
(теорема 3), які поширюють результат статті [4]. 
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