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ПРО ФУНДАМЕНТАЛЬНІ РОЗВ’ЯЗКИ ЗАДАЧІ КОШІ ДЛЯ 
РІВНЯНЬ ФОККЕРА-ПЛАНКА-КОЛМОГОРОВА ДЕЯКИХ 

ВИРОДЖЕНИХ ДИФУЗІЙНИХ ПРОЦЕСІВ 

Робиться короткий огляд результатів, які стосуються фун-
даментальних розв’язків задачі Коші для деяких ультрапара-
болічних рівнянь. Ці рівняння узагальнюють класичне рівнян-
ня дифузії з інерцією А. М. Колмогорова. Їх можна трактувати 
як рівняння Фоккера—Планка—Колмогорова відповідних ви-
роджених дифузійних процесів.  

Ключові слова: дифузійний процес, рівняння Фоккера-
Планка-Колмогорова, вироджене параболічне рівняння, фун-
даментальний розв’язок задачі Коші. 

У статті наводиться короткий огляд результатів, що стосуються 
побудови та дослідження властивостей фундаментального розв’язку 
задачі Коші (ФРЗК) для деяких класів вироджених параболічних рів-
нянь, які можна трактувати як рівняння Фоккера—Планка—
Колмогорова відповідних вироджених дифузійних процесів. При 
цьому висвітлюється зв’язок дифузійних процесів з параболічними 
рівняннями з частинними похідними другого порядку. Огляд ґрунту-
ється в основному на працях [1—4]. 

1. У теорії марковських випадкових процесів дифузійні процеси 
(ДП) займають одне з центральних місць. Це спричинено тим, що, по-
перше, ДП є досить точними моделями важливих фізичних процесів, 
зокрема моделлю руху дифундуючої частинки в рідині — явища, від-
критого в 1828 р. англійським ботаніком Р. Броуном, а, по-друге, са-
ме ДП є зв’язуючою ланкою між теорією випадкових процесів і тео-
рією диференціальних рівнянь із частинними похідними (ДРЧП). При 
цьому чітко простежується взаємність впливів цих теорій: при ви-
вченні властивостей ДП використовуються аналітичні результати з 
теорії ДРЧП і, навпаки, при вивченні задачі Коші та крайових задач 
для ДРЧП застосовуються імовірнісні методи. 

Однією із важливих задач теорії ДП є розробка методів побудови 
ДП за відомими характеристиками дифузії: матриці дифузії A , вектора 
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переносу a  і коефіцієнта обриву 0a . З точки зору явища дифузії вектор 

переносу a  — це макроскопічна швидкість руху рідини, а матриця ди-
фузії A  характеризує випадкові переміщення частинки, які є результа-
том зіткнень з молекулами рідини, що перебувають у тепловому русі. 
Природними питаннями, які тут виникають, є наступні питання. Які умо-
ви слід накласти на матричнозначну функцію A  і векторну функцію a , 
щоб можна було побудувати ДП, для якого локальні характеристики ру-
ху (дифузійні коефіцієнти) збігалися б із заданими функціями A і a ? Що 
означає факт існування локальних характеристик руху для деякого ДП? 

Уперше на ці питання відповів А. М. Колмогоров у 1931 р. У праці 
[1] він виділив клас неперервних марковських процесів, які пізніше були 

названі дифузійними. Це процеси із значеннями в N , 1N  , і функці-

єю ймовірностей переходу  , ; ,P t   , 0 t  , N  ,   — боре-

льова множина в N , для яких виконуються такі умови: 

а) для будь-якого 0   

 
0
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б) існують такі функції a і A , що для деякого 0   
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де   — довільна точка з N ,  ,   — скалярний добуток в N . 

Функції A  і a , які визначені формулами (1), і є локальними ха-
рактеристиками руху. Очевидно, що матриця A  є невід’ємно визна-
ченою. У згаданій праці А. М. Колмогоров показав, що ДП тісно 
пов’язані з ДРЧП другого порядку параболічного типу. А саме, якщо 
функція P  визначає імовірність переходу ДП з матрицею дифузії A  і 
вектором переносу a , то за певних умов функція 

    , : ( ) , ; , , [0, ),
N

Nu x P t dx t        


 , (2) 

задовольняє рівняння 
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де jla  — елементи матриці A , ja  — координати вектора a , а j  — 

координати точки  . 
Крім рівняння (3), в праці [1] одержане так зване пряме рівнян-

ня, яке є формально спряженим до рівняння (3). При цьому рівняння 
(3) називають оберненим. 

Зауважимо, що пряме рівняння для деяких окремих випадків 
дещо раніше одержане фізиками Фоккером і Планком, які вивчали 
явище дифузії. Тому його називають і рівнянням Фоккера—Планка 
або рівнянням Фоккера—Планка—Колмогорова. 

Результати А. М. Колмогорова вказували шлях, ідучи яким, мо-
жна знайти розв’язок задачі про побудову ДП за заданими дифузій-
ними характеристиками. Цей шлях передбачає наявність низки важ-
ливих аналітичних результатів, пов’язаних із вивченням задачі Коші 
(3), (4). Насамперед це: 

1) існування ФРЗК; 
2) властивості ФЗРК (оцінки ФРЗК та його похідних, додатність, 

нормальність, формула згортки); 
3) властивості інтеграла Пуассона та об’ємного потенціала, поро-

джених ФРЗК; 
4) умови інтегрального зображення розв’язків; 
5) коректна розв’язність задачі Коші у відповідних функціональних 

просторах. 

Природним є прагнення одержувати такі результати за мініма-
льних припущень на коефіцієнти рівняння. 

Розвитком і застосуванням аналітичних методів побудови ДП за 
їх локальними характеристиками за різних припущень займалось чи-
мало авторів, серед них такі, як Н. Вінер, А. М. Колмогоров, В. Фел-
лер, М. В. Крилов, Х. Танака, І. І. Гіхман, А. В. Скороход, М. І. Пор-
тенко. Їх зусиллями отримані не тільки різні твердження про існування 
ДП за досить загальних припущень на дифузійні коефіцієнти, але й 
різні узагальнення самого поняття ДП (див., наприклад, [5]). 

Зауважимо, що рівняння (3) є параболічним. Якщо воно є неви-
родженим, то невиродженим слід вважати відповідний ДП, а якщо 
воно вироджується, то й ДП є виродженим.  

2. Розглянемо випадок вироджених ДП, які пов’язані з так зва-
ними виродженими параболічними рівняннями типу Колмогорова, 
які є природними узагальненнями класичного рівняння дифузії з іне-
рцією А. М. Колмогорова, що вперше виникло при вивченні моделей 
броунівського руху.  

У класичній теорії броунівського руху, яку розвинули А. Ейнш-
тейн і М. Смолуховський [6] нехтується інерцією броунівської части-
нки, тобто фактично вважається, що маса цієї частинки дорівнює ну-
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лю. У цій теорії броунівська частинка не має скінченної швидкості. 
За такого припущення моделлю броунівського руху вільної частинки 
є вінеровський випадковий процес, а для фізичної системи — непере-
рвний марковський процес у просторі її координат. 

Недиференційовність броунівських траєкторій в теорії Ейнш-
тейна—Смолуховського тісно пов’язана із введеною у цій теорії ідеа-
лізацією (нехтування інерцією), що робить цю теорію непридатною 
на дуже малих проміжках часу. У застосуванні до найпростішого ви-
падку броунівського руху вільної частинки теорія, що враховує вже й 
інерцію частинки, була в 1930 р. розвинута Г. Е.Уленбеком і 
Л. С.  Орнштейном [7]. У цій уточненій теорії траєкторії частинок 
виявляються вже диференційовними, але вони не мають другої похі-
дної, так що тепер нескінченним є прискорення частинки. 

У 1934 р. А. М. Колмогоров [2] узагальнює уточнену теорію 
броунівського руху на довільну фізичну систему з n  степенями віль-
ності. Врахування інерції досягається тим, що стан системи задається 
значеннями n  координат 1,..., nq q . Моделлю броунівського руху сис-

теми є неперервний марковський процес у 2n -вимірному фазовому 
просторі координат і швидкостей. 

У праці [2] припускається, що коли відомі значення  1: ,..., nq q q  

і  1: ,..., nq q q    у момент часу t , то може бути визначена густина 

ймовірності  , , ; , ,G t q q t q q     можливих значень q  і q  координат 

системи і їх похідних за часом у довільний момент часу t t  . Вва-
жається, що G  не залежить від поведінки системи перед моментом t  
(відсутня післядія, процес є марковським). Доводиться, що функція 
G  є ФРЗК диференціального рівняння Фоккера—Планка 

     
1 1 , 1

, , , , .
j j j l

n n n

t j q q j q q jl
j j j l

g q g f t q q g k t q q g    
  

                      (5) 

У випадку 1n   це рівняння має вигляд 

      2, , , , .t q q qg q g f t q q g k t q q g                     (6) 

Якщо f  і k  сталі, то, як показав А. М. Колмогоров, ФРЗК для рів-

няння (6) визначається формулою 
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 

   

  

 (7) 
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Це класична формула для ФРЗК для рівняння з інерцією А. М. Кол-
могорова. 

Рівняння (5), (6) є прототипом сім’ї еволюційних рівнянь, які 
виникають у кінетичній теорії газу. У найбільш загальному вигляді 
такі рівняння записують у формі 
 ( ).Su I u  (8) 

Тут функція 2 ( , )n x u t x     є густиною частинок, які мають у 

момент часу t  швидкості 1,..., nx x  і координати 1 2,...,n nx x : 

1

:
n j

n

t j x
j

Su x u



     

є так званою повною похідною від u , а ( )I u  описує різного роду 

зіткнення. Вираз ( )I u  може мати як лінійну, так і нелінійну форму. 
Наприклад, у випадку звичайного рівняння Фоккера—Планка маємо 

     0
, 1 1

( ) , , , .
j l j

n n

jl x x j x
j l j

I u a t x u a t x u a t x u
 

         

У рівнянні Фоккера—Планка—Ландау нелінійний оператор зіткнень 
має вигляд 

   
, 1

( ) , , .
j l

n

x jl x j
j l

I u a z u u a z u


     

При вивченні математичних моделей опціонів виникає рівняння 
вигляду 

    
, 1 , 1 1

1
, , 0,

2 j l l j

d N d

jl x x jl l x j x t
j l j l j

a t x u b x u b t x u u
  

            (9) 

де  
, 1

, :
N

jl j l
d N B b


   — стала матриця, а  1: ,..., Nb b b  — вектор 

такий, що 1 ... 0d Nb b    . Останнім часом дослідженню математи-
чних моделей опціонів присвячено чимало праць (див. огляд [8] і на-
ведену там бібліографію). 

У праці [9] розглядається фізична задача, математичний апарат якої 
близький до запропонованого в [2]. У ній розглядається рух частинки P  
маси m  в полі сил F . Припускається, що середовище, в якому відбува-
ється рух, заповнене однорідними частинками маси  , з якими частинка 
P  може зіштовхуватися, змінюючи свою траєкторію за законом пруж-
ного зіткнення. Вважається, що розподіл швидкостей частинок середо-
вища заданий і не залежить від руху частинки P , а число зіткнень за час 
t  являє собою процес Пуассона з параметром a . За таких припущень 

місцезнаходження ( )X t  і швидкість ( )X t
  частинки P  в момент часу 



Серія: Фізико-математичні науки. Випуск 5 

121 

t  утворюють у сукупності марковський процес  ( ), ( )X t X t 
 . Дово-

диться, що при ,a   / 2 consta A    і при незмінній температурі 
T  цей процес збігається до процесу броунівського руху в фазовому про-
сторі, густина ймовірності переходу якого є ФРЗК для рівняння 

 

     

1 1

2

1 1

( )

/ / 9 1/ 3 .

j j

j j

n n

t j x j x
j j

n n

x j x
j j

u x u F x u

A m T m u x u

 

 

     

 
     

 

 

 



 




 (10) 

Відомо [10; 11], що невироджені ДП з досить регулярними хара-
ктеристиками мають гладку перехідну густину. Виродження матриці 
дифузії, взагалі кажучи, призводить до відсутності густини в перехі-
дної функції. Однак існують деякі класи вироджених процесів, у яких 
є гладка перехідна густина. До таких процесів відносяться процеси 
броунівського руху з інерцією, які розглянуті А. М. Колмогоровим, 
А. М. Ільїним і Р. З. Хасьмінським та ін. 

У праці І. М. Соніна [12] вивчається клас ДП, які є природним 
узагальненням процесу дифузії з інерцією. Перехідна густина цих 
процесів будується як ФРЗК для рівняння вигляду 

 

     

     

, 1 1

1 1

1/ 2 , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

j l j

j j

n n

t jl y y j y
j l j

n n
n

j x j z
j j

u a t x y z a t x y z

b t x y z c t x y z u x y z

 

 


      




    


 

  

 (11) 

де  , , ,jb t x y z  улаштовані “приблизно” як jy , а  , , ,jc t x y z  — як 

jx . Існування ФРЗК для рівняння (11) доведено в припущенні, що 

коефіцієнти рівняння є досить гладкими функціями. 
Рівняння (5), (6), (8)—(11) є виродженими параболічними рів-

няннями з частинними похідними. Вони містять за частиною просто-
рових змінних у сенсі теорії параболічних рівнянь тільки молодші 
похідні. Такі рівняння відносяться до класу ультрапараболічних рів-
нянь. Їх ще називають рівняннями Фоккера—Планка—Колмогорова 
відповідних вироджених процесів. 

Розвиток теорії ультрапараболічних рівнянь типу Колмогорова здій-
снювався в напрямку знаходження найслабших умов, за яких існує ФРЗК, 
одержання точніших оцінок ФРЗК, ускладнення структури рівняння. 

За різних припущень на коефіцієнти рівнянь дослідження ФРЗК та 
коректної розв’язності задачі Коші для вироджених параболічних рів-
нянь типу Колмогорова займались М. Вебер, А. М. Ільїн, І. М. Сонін, 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

122 

Я. Й. Шатиро, Л. П. Купцов, С. Д. Ейдельман, Г. П. Малицька, Л. М. Ти-
чинська, С. Д. Івасишен, Л. М. Андросова, В. С. Дронь та ін. (див. [3]). 

У великому циклі праць італійських математиків (див. огляд 
[13]) вивчаються рівняння типу Колмогорова вигляду  

 

     
0 0

, 1 1

, 1

: , , ,

0,

j l j

l

p p

jl x x j x
j l j

N

jl j x t
j l

Lu a t x u a t x u c t x u

b x u u

 



      

    

 


 (12) 

де 01 p N  , матриця   0

0 , 1
:

p

jl j l
A a


  симетрична та додатно визначе-

на, а матриця , 1: ( )N
jl j lB b   зі сталими дійсними елементами має вигляд 

1

2

0 ... 0

... 0

... ... ... ... ...

...

...
r

B

B

B

 
   
 
 
   

     

 

Тут jB  матриці розміру 1j jp p  , ранг яких дорівнює jp , де 

0 1, ,..., rp p p  — натуральні числа такі, що 0 1 ... 1rp p p    , 

0 1 ... rp p p N    , а —блоки є довільними. 
Зауважимо, що за накладених на матрицю B  умов для операто-

ра L  із (12) з фіксованими в кожній точці ( , )t x  коефіцієнтами вико-
нується умова гіпоеліптичності Л. Хермандера. 

У монографії [3] наведено результати побудови й дослідження 
властивостей ФРЗК для рівняння типу (11) за значно слабших, ніж у 
[12], умов на їх коефіцієнти. У наступному пункті коротко опишемо 
найновіші результати, що стосуються ФРЗК для рівнянь типу (11). 

3. Об’єктом дослідження в цьому пункті є ФРЗК деяких виро-
джених параболічних рівнянь, який природно визначає перехідну 
густину ймовірності відповідних ДП зі значеннями в n -вимірному 

фазовому просторі n  точок x  з трьома групами фазових координат 

   1: ,..., , 1,2,3s

s

n
s s snx x x s   , де 1 2 3 3 2 1, 1n n n n n n n      . 

Розглянемо рівняння з дійснозначними коефіцієнтами  

 
     

   

1 1

1 1 1 0
, 1 1

(0, ]

, , ,

, 0, , ,

j l j

n n

jl x x j x
j l j

T

S a t x a t x a t x

u t x t x

 

 
        

 
  

 
 (13) 
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і відповідне спряжене до нього рівняння 

           
     

1 1

1 1 1

*

, 1 1

0 [0, )

, , , , ,

, , 0, , ,

j l j

n n

jl j
j l j

T

S v a v a v

a v

           

     
 

     

  

 
 (14) 

де  : ( , ) | , n
H t x t H x    , якщо ;H T   — задане додатне 

число; S  — диференціальний вираз, який визначений формулою  
32

2 31 2
1 1

:
j j

nn

t j x j x
j j

S x x
 

        

або похідна Лі відносно векторного поля, заданого цим виразом, а 
*S  — спряжений до S  диференціальний вираз. 

Щоб сформулювати припущення щодо коефіцієнтів рівнян-
ня (13), введемо такі позначення: 

3
1/(2 1) 1/2

1

( ; ) : , ( , ; , ) : ( ; )s
s s

s

d x x d t x t d x     


       

відстані між точками x  і  , ( , )t x  і ( , )   відповідно; 

( , ) : ( , ) ( , )x f x f x f       , ,
, ( , , ) : ( , , ) ( , , );t x f t x f t x f          

 1 2 3( ) : ( ), ( ), ( )X t X t X t X t , 1 1( ) :X t x , 

 1( ) : ( ),..., ( ) , {1, 2,3}
ss s snX t X t X t s  , 

2 2 1( ) :j j jX t x tx  , 1 2
3 3 2 1( ) : 2j j j jX t x tx t x   . 

Для коефіцієнтів рівняння (13) використовуватимемо такі умови: 
А1) існує така стала 0  , що для довільних [0, ]( , ) Tt x   і 

1
1

n   справджується нерівність  

1 2
1 1 1

, 1

( , )
n

jl j l
j l

a t x    


 ; 

А2) коефіцієнти jla , ja  і 0a  обмежені та неперервні за Гельде-

ром з показником (0,1)   в [0, ]T ; 

А3) існують обмежені та неперервні за Гельдером з показником 
(0,1)   в [0, ]T  похідні 

1 1j lx x jla   і 
jx ja . 

Правильною є така теорема. 

Теорема. Якщо виконуються умови А1 і А2, то для рівняння (13) 
існує ФРЗК Z , для якого справджуються оцінки 

1 1

1

| |/2
1( , ; , ) ( ) ( , ; , ), | | 2,k M k

cx Z t x C t E t x k          
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в яких 0 t T   ,  , , nx x    , C і c  — додатні сталі, 1: (M n   

2 33 5 ) / 2n n  ,    23 1 2
1

exp, ; , : ( ) ( ) .s
sscE t x c t X t    

      

За додаткової умови 3A  ФРЗК Z має такі властивості: 

1) він є нормальним, тобто функція 

     * , ; , : , ; , , 0 , , ,nZ t x Z t x t T x           

є ФРЗК для спряженого рівняння (14); 
2) правильна формула згортки 

     , ; , , ; , , ; , ,
n

Z t x Z t x y Z y dy      


 

0 , { , } ;nt T x        

3) існує лише один нормальний ФРЗК для рівняння (13); 
4) коефіцієнти рівняння (14) виражаються через функцію Z  за та-

кими формулами: 

      1 1
1 1 1 1lim2 ,, ( ) , ; ,
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5) функція Z  додатна; 
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6) існує число  0,T таке, що для будь-яких 0 [0, ]t T  , 

   0 0,, t tt x 
  і  00, t t   існують числа 0   і 0  , з яки-

ми справджується така оцінка знизу: 

   
0

2
,, ; , exp | | , ( , ) .t tZ t x          

    

4. Зробимо деякі прикінцеві зауваження. 

1) Неперервність за Гельдером, яка фігурує в умовах 2A  і 3A , 
потребує уточнення. Її зміст повністю розкрито в [3]. Як відзначено в 
праці [14], у теоремі з пункту 3 стверджується про існування фунда-
ментального розв’язку, взагалі кажучи, не в класичному сенсі, а в 
сенсі так званого L -розв’язку. 

2) У праці [15] знайдена явна формула для ФРЗК для рівняння 
(13), в якому коефіцієнти jla , ja і 0a є сталими. 

3) Рівняння (13) містить три групи просторових змінних 1x , 2x і 

3x . Якщо є тільки дві групи 1x і 2x , то у відповідному рівнянні відсу-

тня сума з похідними за 3x (див. вираз для S ). Для такого рівняння є 
правильними результати, які одержуються з вищенаведених резуль-
татів для рівняння (13), якщо взяти формально 3 0n  . 

4) У статті [16] отримано явну формулу та досліджено властиво-
сті ФРЗК для рівняння вигляду 

, 1 1 1

( , ) 0,
j l j j

n n m

t jl x x j x j y
j l j j

a x x u t X
  
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 

    

0, : ( , ) ,n mt X x y     

де , , , ,n m
jlx y m n a     – дійсні сталі, причому jl lja a , 

   , 1, ,j l n  , і виконується умова параболічності 

2

, 1

0 : | | .
n

n
jl j l

j l
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

      
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