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УСТОЙЧИВОСТЬ ДИФФУЗИОННЫХ 
СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО 
РЕГУЛИРОВАНИЯ С ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ С УЧЕТОМ 

МАРКОВСКИХ ПАРАМЕТРОВ 

Обоснован второй метод Ляпунова для диффузионных 
стохастических систем автоматического регулирования запаз-
дывающего типа с марковскими параметрами, что является 
обобщением аналогичных результатов для стохастических 
диффузионных уравнений с последействием [5]. 

Ключевые слова: автоматическое регулирование, вине-
ровские возмущения, «непрямое» регулирование, абсолютная 
устойчивость. 

1. Основные определения 

Пусть на вероятностном базисе   , , , 0 ,t t F F P  задан слу-

чайный процесс ( ) ( , ) nx t x t R   с помощью диффузионного сто-

хастического дифференциально-функционального уравнения с мар-
ковскими возмущениями (ДСДФУ с МВ), которое является обобщен-
ной моделью дифференциальных стохастических систем автоматиче-
ского регулирования с учетом марковских возмущений [1], [2] 

     0( ) = , , ( ) ( ) , , ( ) ( ),t tdx t a t x t g dt b t x t dw t t t         (1) 

с начальными условиями  
  

0 0 ( ), 0tx x t h         , (2) 

где   , 0,tx x t h        ( ) ,t t Y     0t t   — стохастиче-

ски непрерывный однородный феллеровский марковский процесс с 
непрерывными справа реализациями y на компактном фазовом про-

странстве Y  [3];  0: [ , ) [ ,0]n na t R Y R      — непрерывное ото-

бражение по аргументам;  0: [ , ) [ ,0] ( )n n
n nb t R Y M R       — 

матрица порядка n n ; ( )w t  — n -измеримый процесс броуновского 

движения;  1 2, ,..., n
ng g g g R  ,  1 2, ,..., n

nl l l l R  , ( )Tl x t  , 
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( )
0 k

 


  , (0, )k   , (0) 0  ; ( ) 0    1R  . Заметим, что 

( ), ( )t w t  та ( )t  — попарно независимы. 

Определение 1. Абсолютно непрерывный по переменной 0t t  

n -измеримый случайный процесс ( )x t  называется сильным решени-

ем задачи (1), (2) на множестве 0[ , )t T R , если 1 0[ , )T t T  , 

0 1[ , )t t T   с вероятностью 1 выполняется равенство  

 
   

   

0

0 0

0

0 1

0
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(0) , , ( )
( )

, , ( ) ( ), , .

t t
T

s s
t t

t

s
t

t t t

a s x s ds g l x ds
x t

b s x s dw s t t T



  





   

 

 


 



 (3) 

Если на произвольном отрезке 0[ , )t t T  два произвольных ре-
шения (1), (2) равны друг другу с вероятностью единица, то полага-
ют, что на этом множестве решение единственно с точностью до сто-
хастической эквивалентности. В этом случае при условии 0( ) =t y  

решение будем обозначать через 0( , , , )x t t y . 
Далее будем считать, что выполняется одно из следующих усло-

вий, налагаемых на правую часть ДСДФУ: 

L1) глобальное условие Липшица:  

       1 2 1 2, , , ,T Tg l g l a t y a t y        

   1 2 1 2, , , ,b t y b t y L        

для всех 0t  , y Y  и 1 2, ([ ,0])nC    , 
0

= ( )sup
 

  
  

; 

L2) усиленное глобальное условие Липшица: существует такая 
вероятностная мера   на  -алгебре борелевых подмножеств отрез-

ка [ ,0] , что для всех 0t  , y Y  и 1 2, ([ ,0])nC      

       1 2 1 2, , , ,T Tg l g l a t y a t y        

   
0

1 2 1 2 1 2, , , , ( ) ( ) ( )b t y b t y L d 


         


       

L3) локальное условие Липшица:  

       1 2 1 2, , , ,T Tg l g l a t y a t y        
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   1 2 1 2, , , , rb t y b t y L        

при условии, что 0t  , y Y , > 0r  и 1 2, (0)rU     

    ,0 <nC r     ; 

L4) усиленное локальное условие Липшица:  

       1 2 1 2, , , ,T Tg l g l a t y a t y        

   1 2 1 2, , , , rb t y b t y L         

для произвольных 0t  , y Y , > 0r  и 1 2, (0)rU     

  [ ,0] <nC r     . 

С ограничениями типа L3, L4, как правило, используется огра-
ничение так называемого подлинейного роста  

        , , , , ( )Tg l a t y b t y K y         (4) 

или  

        , , , , ( )Tg l a t y b t y K y         (5) 

для всех 0t  , y Y  и  [ ,0]nC   . 

Ясно, что из глобальных условий L1 или L2 и условия  

    
0 0

,0, = ( ) < , ,0, = ( ) < ,sup sup
t t

a t y y b t y y 
 

   (6) 

для y Y   следуют соответственно условия (4), (5) [4]. 
Подставляя в правую часть ДСДФУ реализации y Y  марковского 

процесса ( )t  и используя результаты работы [4], легко убедиться в 
том, что глобальное условие Липшица L1 и условие (6) (или локальное 
условие L3 и условие (6)) гарантируют существование и единственность 
решения задачи (1), (2) на 0[ , )t   для произвольного 0 0t   [13].  

Введем понятие устойчивости тривиального решения ( ) 0x t   
уравнения (1), как это сделано в работах [4—7], [9], [11-13], причем 
естественно допускать = 0  в условии (6), т.е.  
    ,0, = 0, ,0, = 0, (0) 0a t y b t y   , (7) 

а также считать, что существует единственное решение задачи (1), (2) 
на произвольном полуинтервале 0[ , )t  , 0 0t  . 

Определение 2. Тривиальное решение ( ) 0x t   задачи (1), (2) 
назовем: 
 стохастически устойчивым, если 1 2, > 0   существует такое > 0 , 

что из неравенства <   следует 0 0t  , y Y  неравенство  
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  0 1 2

0

: , , , < ;sup
t t

P x t t y   


   
  

 (8) 

 асимптотически стохастически устойчивым, если выполняется (8) 
и существует такое 1 > 0 , что для 0 0t  , y Y  и 

1
(0)U    

   0: , , , = 0 = 1;lim
t

P x t t y 


 (9) 

 локально асимптотически стохастически устойчивым, если оно 
стохастически устойчиво и существуют такие 1 > 0  и 2 > 0 , что  

 0 0 1
, , , = 0, 0, , (0)lim

t
x t t y t y Y U 


     

при  0 2

0

, , , <sup
t t

x t t   


. 

Определение 3. Тривиальное решение ( ) 0x t   задачи (1), (2) 

назовем: 
 p –устойчивым ( 1)p  , если  

  0
0 00

, , , = 0;suplim
p

t t
E x t t y




  
 

 асимптотически p –устойчивым, если оно p –устойчиво и суще-

ствует такое > 0 , что  

  0, , , = 0lim
p

t
E x t t y


 

для 0 0t  , y Y  и (0)U  . 

Определение 4. Тривиальное решение ( ) 0x t   задачи (1), (2) 

назовем 
 экспоненциально p –устойчивым, если существуют такие > 0 , 

> 0M  и > 0 , что для произвольных 0 0t t  , y Y  и 

(0)U    

    ( )0
0, , , ;

p t t p
E x t t y Me

  
  (10) 

 глобально экспоненциально p –устойчивым, если (10) выполняет-

ся для всех 0 0t t  , y Y  и   ,0nC   ; 

 сильно экспоненциально p –устойчивым, если существуют такие 

> 0 , > 0M  и > 0 , что для всех 0 0t t  , Y   и (0)U   
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    ( )0
0 , , ;

p t t p
tE x t y Me

  
  (11) 

 сильно глобально экспоненциально p –устойчивым, если нера-

венство (11) выполняется для всех 0 0t t  , y Y  и 

  ,0nC    .  

2. Производная Ляпунова в силу решений  
стохастических дифференциально-функциональных  

уравнений Ляпунова-Красовского (1), (2) 

Рассмотрим скалярный непрерывный функционал [4; 9] по всем 
переменным  

    1: ,0 ,nV R C Y R      (12) 

для которого выполняется глобальное условие Липшица  

    1 2 1 2, , , ,V t y V t y L       (13) 

для всех   1 2, ,0nC     и условие глобальной ограниченности 

y Y    

  
0

,0, = ( ) < .sup
t

V t y y


  (14) 

При помощи решения (1), (2) и переходной вероятности  , ,P t y dz  

марковского процесса ( ) nt R   определим линейный оператор [3]  

         ( ) , , , , , , , , .s t
Y

T t V s y E V s t x s y z P t y dz    (15) 

Теорема 1. Пусть функционал V  непрерывен по совокупности 
переменных и выполняются соответствующие условия Липшица для 
коэффициентов (1). Тогда: 

1) результат действия оператора ( )T t  на  , ,V t y  является непре-

рывной функцией по аргументам, т.е. : ( ) ( )T C Y C Y  , где 

[0, ) [ ,0)nY C Y     ; 

2) оператор ( ), 0T t t   образует полугруппу:  

  1 2 1 2 1 2= ( ) ( ), , 0;T t t T t T t t t     (16) 

3) семейство линейных операторов на фазовом пространстве Y  опре-
деляет стохастический непрерывный марковский процесс с не-
прерывными справа реализациями. 

Доказательство. 1). При условии L1 можно получить неравенство  

   1 2 1 2, , , , Lt
t s t sx s y x s y e        
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для произвольных   1 2, ,0nC     и 0t  , а вследствие стохастиче-

ской непрерывности феллеровского марковского процесса ( )t  функция 

( ) ( , , )T t V s y  непрерывна по совокупности аргументов : ( ) ( )T C Y C Y  . 
2) Вследствие единственности решения задачи (1), (2) и свойств 

переходной вероятности  , ,P t y dz  [2] получим  

    =,,21 ysVttT 

     
1 21 2 1 2= , , , , , ,s t t

Y

E V s t t x s y z P t t y dz    

    1 2 21 2 1= , , , , , ,s t t t
YY

E V s t t x s t x s y u z      

   1 2, , , ,P t y du P t u dz , 

но по определению  

     1 2 2 =1 2 1 1
= ( , , ),

1

, , , , , , =s t s s t
x s yY s t

E V s t x s y z P t u dz
 

 



  

    2 1 1
= ( ) , , , ,s tT t V s t x s y u  

поэтому можно записать  

    1 2 , ,T t t V s y   

       
12 1 1= ( ) , , , , , , =s t

Y

E T t V s t x s y u P t y du

  1 2= ( ) ( ) , ,T t T t V s y  

для произвольных 1 2, , 0t t s  , y Y   и ([ ,0])nC    , что и дока-
зывает (16). 

3) Поскольку непрерывная на отрезке  ,s s     функция ар-

гумента t , заданная равенством [11], [13]  

 
    

  

( ), [ , ],

(0) , , , , ( ) ( )
, , =

, , , , ( ) ( ), [ , ],

t t
T

s s

t

s

t s t s s

a x s y y d g l x d
x t s

b x s y y dw t s





 

       


   

      

   


   

 



 

является равномерно непрерывной, то  
0

, , = 0lim t
t

x s y 


 . Отсю-

да, учитывая стохастическую непрерывность марковского процесса 
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( )t  и непрерывность функционала ( , , )V s y  по совокупности пе-
ременных, следует соотношение  

     
0

, , , , ( ) = , ,lim s t
t

E V s t x s y y t V s y 


  

для всех 0s  , y Y   и ([ ,0])nC    . 
Остается воспользоваться теоремой 2.1 из [2, c. 79] и леммой 2.2 

из [2, с. 83], чтобы получить утверждение 3 теоремы 1. 
Определение 5. Слабый инфинитезимальный оператор функ-

ционала 1: [ ,0]nV R C Y R      определяется [2], [11], [13] на ре-

шениях задачи (1), (2), если для всех 0s  , y Y  и ([ ,0])nC     
найдется такое > 0 , что существует  

     
0<

1
, , , , ( ) , , <sup s t

t
E V s t x s y t V s K

t
   


     

равномерно по аргументам   и z  некоторой окрестности точки 

( , )  , а также существует предел  

       1
, , , , ( ) , , ( ) , ,lim s t

t
E V s t x s y t V s LV s y

t
    



      (17) 

Пусть (0) ([ ,0])r nU C     и inf{ ( , , , ) > }r t R x t s s r      – 

первый момент выхода случайного процесса   , , ,x t s s y  из об-

ласти (0)rU . Если это неравенство никогда не выполняется, то будем 

считать =r  . Ясно, что событие { : > }r t  , определяемое только 
значениями решения задачи (1), (2) момента времени t , является 
марковской случайной величиной [2].  

Если обозначить ( ) min{ , }r rt t  , то формулу Дынкина 
[2, ф. (5.8), c. 191] можно записать для этого случая в виде  

 

      
    

( )

( )

0

( ) , , , , ( ) =

= , , ( ) , , , , ( )

r s t rr

tr

s

E V s t x s y t

V s E LV s x s y d







   

      







    
  


 (18) 

для произвольного ( )V D L  и 0t s   , y Y  и (0)rU  . 

Лемма 1. Если непрерывный функционал : ([ ,0])V R C      
Y R   удовлетворяет условиям (13), (14), то слабый инфинитези-

мальный оператор L по определению 5 можно представить в виде 
трех операторов, действующих соответственно по первому, второму 
и третьему аргументам  
 1 2 3= ,LV L V L V L V    (19) 
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если функционал V находится в области определения каждого из 
этих операторов.  

Доказательство. Для вычисления оператора L по формуле (17) 
используются только локальные характеристики процесса, который 
задает полугруппу ( )T t , т.е. ( , , )s tx s y  и ( )t y   по достаточно 
малым > 0t . Поэтому оператор L полностью определяется правой 

частью ДСДФУ и слабым инфинитезимальным оператором 3L  мар-

ковского процесса ( )t . 

Условия (13), (14) для всех 0s  , Y   и ([ ,0])nC     га-
рантируют существование  

    
0<

1
, , ( ) , , < ,sup

t
E V s t V s y K

t
  


    

    
0<

1
, , , , ( ) , , < ,sup t s

t
V s x s y t V s y K

t
  


    

а также существование пределов  

        3
0

1
[ , , ( ) , , ] , , ,lim

t
E V s t V s y L V s y

t
   


    (20) 

       2
0

1
, , , , , , ( ) , , ,lim t s

t
V s x s y y V s y L V s y

t
  


   

  (20а) 

     
0

1
, , , , , ,lim

t
V s t y V s y V s y

t t
  



       1( )( , , )L V s y  (20б) 

где предел (20) — оператор 3L , действующий на ( , , )V s y  по треть-
ему аргументу как слабый инфинитезимальный оператор марковско-
го процесса ( )t [3]; предел (20б) — это инфинитезимальный опера-
тор на решениях ДСДФУ [4];  

        2 , , = , , , , ,L V s y V s y a s y     

       21
, , , , , , , ,

2
s Tp V s y b s y b s y     

где V  — вектор, компоненты которого равны 
i

V ; 2V  — матрица 

размерности n n , составленная из вторых производных Фреше 

i j
V   [10]; sp A  — след матрицы A ; Tb  — транспонированная мат-

рица b . Лемма 1 доказана. 

Определение 6. Оператор ( )( , , )LV s y  назовем слабым инфи-
нитизимальным оператором Ляпунова (СИОЛ) на решении ДСДФУ, 
если функционал : ([ ,0])V R C Y     непрерывен по переменных 
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, ,s y , ограничен на каждом множестве 1 2[ , ] (0)rt t U Y   и выпол-
няются условия определения 5.  

Пусть  : ( ) = = 1lim r
r

P t t 


 и существуют математические 

ожидания  

   , , , , ( ) <s tE V s t x s y t    

и  

   
0

( ) , , , , ( ) < .sup s u
u t

E LV s u x s y u 
 

   

Это дает возможность перейти к пределу в формуле Дынки-
на (18), которая будет иметь вид  

 

     

     
0

, , , , ( ) = , ,

, , , , ( ) ,

s t

t

s u

E V s t x s y t V s y

E LV s u x s y u du

  

 





 

 
 (21) 

где для вычисления LV используются только лишь локальные харак-
теристики марковского процесса ( )t , а именно инфинитезимальный 

оператор 3L , и решения ДСДФУ, а именно оператор 2L  c ( 20a ). 
Замечание 1. Если выполняется локальное условие Липшица L3) 

и условие (6), то формулу Дынкина (18) можно использовать только до 
марковского момента времени = lim r

r
 


, поскольку нет гарантии су-

ществования решения задачи (1), (2) на полуинтервале [ , )s  . Но если 
по некоторым переменным , ,s y  с вероятностью 1 время =   и 
существуют соответствующие математические ожидания, тогда можно 
использовать формулу Дынкина (21) для всех > 0t . 

Определение 7. В условиях определения 6 верхней производной 
Ляпунова выражение  

     
00<

1
, , , , ( ) , , ( )( , , ),suplim s t

t
E V s t x s y t V s y LV s y

t
   

 

    
 

если для всех достаточно малых > 0  в каждой окрестности 
(0)rU Y  выполняется неравенство  

        1
, , , , ( ) , , < , , ,s rE V s x s y V s y g s y      


 (22) 

где  , ,rg s y  является непрерывной функцией своих аргументов, 

ограничена по второму аргументу   в каждой сфере (0)rU .  

Лемма 2. [2] Если выполняются условия леммы 1, то выполня-
ется неравенство Дынкина  
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( )

( )

0

( ), , , ( ( ) , ( )

, , ( ) , , , , ( ) .

r s t r rr

tr

s u

E V s t x s t t

V s y E LV s u x s y u du





     

  





 

     
  


 (23) 

Доказательство. Рассмотрим  

     
0

1
, , , , , , ( ) .s uV s E V s u x s y u du   



  
   

Поскольку Y  — компакт [3, 11], а решение задачи (1), (2) за 
промежуток времени u    при условии L1 и (6) не выходит из сфе-
ры (0)rU  для некторого > 0r , то функционал V  существует для 

( , , )V s y , ограниченного на множестве вида [ , ] (0)rs s U Y    . Но 

функционал ( )V D L   и  

       1
( ) , , = , , , , ( ) , ,sLV s E V s x s y V s y     

     
 

для всех 0s  , y Y  и ([ ,0])nC    . 
Таким образом,  

 

       

  
   

( )

( )

0

( ), , , , ( ) = , ,

1
, , , , , ( )

, ( , , ) , ( ) ,

r s t rr

tr

s u s u

s u

E V s t x s y t V s

E E V s u x s u x s y u

V s u x s y u du





     

 

 

 

 



 

         

  

 (24) 

где ( )r t  — первый момент выхода решения (1), (2) из (0)rU . После 
перехода к пределу в (24) слева и справа по теореме Фубини получим 
неравенство (23). Лемма 2 доказана. 

Определение 8. Если функционал 1: ([ ,0])nV R C Y R      
непрерывный по всем аргументам и удовлетворяет условиям  

  1 2
1 2(0) , ,

p p
c V s y c     (25) 

для некоторых 1 2, > 0c c , 2 1 > 0p p  и всех s R , Y   та 

([ ,0])nC   , а также ( )V D L  (або ( )V D L  ), то такой функцио-
нал назовем функционалом Ляпунова-Красовского.  

Замечание 2. Неравенство (22) определения 7 может быть 
слишком жестким. В частности, этому неравенству не удовлетворяет 

простейший функционал ( , , ) =V s    . Тогда условие (22) можно 
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ослабить. Используя полугрупповое свойство оператора ( )T t , можно 
записать выражение  

 

     
   

      
  

( )

1 11

( )

1
0

( ), , , , ( )

= , , , , ( )

1
, , , , ,

, ( , , ), ( ) ,

r s t rr

s s

tr

s u s u

s u

E V s t x s y t

E V s s x s y s

E E V s s x s u x s y u

V s u x s y u du





   

 

 

 

 

 

 



 

 

       

  


 (26) 

где 1 1[ , ]s t  , а момент времени 1t  выбран так, чтобы за это время 

решение не вышло из (0)rU . Ясно, что должны выполняться усло-

вия, обеспечивающие существование такого 1t . Пусть также выпол-

няются условия, гарантирующие выполнение оценки  

      1 2sup , , ( ) = < , sup , , = < ,T
r ra u y g l x t c b u y c      

где верхняя грань определяется для всех u s , y Y  и (0)rU  .  

Тогда для всех 1 2[ , )u   , 2 2[ , )u    решение (1), (2) удовлет-

воряет условие Липшица  

   1 2 1 2, , , , , , .rx s u s y x s u s y c u u       

Для того, чтобы перейти к пределу под знаком интеграла в (26), дос-
таточно, чтобы выполнялось неравенство (22) только для тех (0)rU  , 

которые удовлетворяют условию Липшица. Легко видеть, что этому ус-

ловию Липшица функционал ( , , ) =V s     удовлетворяет, причем  

    

0

0, (0) < ;

1
max 0, (0)

(0)

( )( , , ) = , , ( )

1
( , , ) (0) , ,

(0)

T

TLV s a s g l x t

b s S

 




    

   





  


      
   
 



   (27) 

где    0 ,0 , =| (0) |S C      . 
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Если 
0

{ : ( ) = } = 1lim r
r

P t t 


, то имеет место неравенство  

  , ,t sE x s y 

      , , ( ) , , , , ( ) ,
t

s s uE x s y E LV s u x s y u du


        

которое вместе с (27) можно использовать для анализа решений (1), (2). 
Необходимо также заметить, что в момент r  первого выхода ре-

шения из сферы (0)rU  всегда выполняется равенство  , , =rx s y   

 , ,s r
x s y  , т.е. 0s r

x S  , а значит для всех 0s  , y Y  и 

(0)rU    

  ( )( ) , , , , ( ) =r s t rr
LV s x s y      

    1
= , , , , , , , ( )T

r r s rr
x s s y a s x s y

r          

    1
, , , , ( ) , , , .r s r rr

b s x s y x s s y
r          

Полученные результаты позволяют исследовать устойчивость 
решений задачи (1), (2) по определениям 2, 3 и 4. 

3. Общие теоремы Ляпунова об устойчивости  

Вначале установим вспомогательные неравенства для решения 
задачи (1), (2). 

Лемма 3. Если выполняются условия 3L  и (4), то решение зада-
чи (1), (2) допускает оценку для всех 0T  , 0s  , y Y  и 

([ ,0])nC     

    , , , ;sup K T

r t T
x t s s y K T e   

  
     (28) 

 

   

 

2 1
, [ , ]1 2

1 2

, , , , , ,sup

.

t t s s T

K T

x t s y x t s y

K K T e t t

 

  

 



 

       

 (29) 

Доказательство. Условие L3 и (4) гарантируют существование 
и единственность решения задачи (1), (2) на полуинтервале [ , )s   
[13]. Из условия (4) легко получить оценку  

   1
0 1

, , , , , , ,sup sup
u

r t u s t
x t s s y K x s s s y ds T


   

     

  
      

    
  



Серія: Фізико-математичні науки. Випуск 5 

265 

откуда по лемме Гронуолла следует оценка (28). 
Теперь, используя вторую строку (3) для произвольных 2 1>t t  

из отрезка [ , ]s s t , получим  

     

 

2

2 1

1

2 1

, , , , , , , ,

( ),

t

t
t

KT

x t s y x t s y K x s y dt

K K t e t t

   

  

 
    
 
 

      


 

что и доказывает лемму 3. Лемма 3 доказана. 
Отметим, что в случае ( ,0, ) 0a s   , ( ,0, ) = 0b s  , (0) 0   фор-

мулы упрощаются за счет = 0 . 

Теорема 2. Пусть: 
1) ( ,0, ) 0a s   , ( ,0, ) = 0b s  , (0) 0  ; 
2) выполняются условия L3 и (5); 
3) существует функционал ( , , )V s y , для которого выполняется 

оценка (25)  

 1 2
1 2(0) , ,

p p
c V s y c     

для 1 2, > 0c c , 2 1 > 0p p , всех s R , y Y ,   ,0nC    и для 

некоторых 3 > 0c  і 1(0, ]p p  выполняется неравенство  

   3( ) , , (0) ,
p

LV s y c    (30) 

0s  , y Y  та ([ ,0])nC    . 
Тогда тривиальное решение задачи (1), (2) асимптотически p –

устойчиво.  

Доказательство. Поскольку  : ( ) = = 1lim r
r

P t t 


 для всех 

> 0t , то вместо ( )r t  можно использовать t . В соответствии с фор-
мулами (24) и (28), для t   получим неравенство  

      1
1 , , , , , , , ( )

p
s tc E x t s s y E V s t x s y t       

     2

2 3, , , , ,
t

p p
sc E x s y c E x s u s y du



      

  22
2 3 , , , .

t
pp kTp

c e c E x s u s y du


     

Отсюда следует p -устойчивость для 1p p  и сходимость инте-

грала для 0t s    
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  , , , < .
p

s

E x s u s y du


   

Таким образом, из сходимости интеграла следует стремление к 
нулю p -го момента решения задачи (1), (2), что и доказывает утвер-

ждение теоремы 2. Теорема 2 доказана. 
Теорема 3. Если выполнены условия теоремы 2 с 

2 1= = > 0p p p , то тривиальное решение задачи (1), (2) глобально 

экспоненциально устойчиво. 

Доказательство. Обозначим через   ( ) ( ) , ,u t T t V s y  и пере-

пишем формулу (23) для случая ( ) =r t t  і 2 1>t t   в виде  

   
2

2 1

1

( ) ( ) ( ) , , , , ( ) .
t

s t
t

u t u t E LV s t x s y t dt      

Если V  удовлетворяет условиям теоремы 2, то из предыдущей 
формулы и очевидного неравенства  

   3
3

1

( ) , , (0) , ,
p c

LV s y c V s y
c

       

получим  
2

3
2 1

1
1

( ) ( ) ( ) .
t

t

c
u t u t u t dt

c
     

Отсюда  

      
1

1
, , , , , , , ( )

p
s tE x s t s y E V s t x s y t

c
       

   
3 3( ) ( )

21 1 2

1 1

1
, , , , ( )

c c
t t pc c p Kh

s
c

e E V s x s y t e e
c c

 


  
   

     

для всех ([ ,0])nC   , 0s  , y Y  и t  . Теорема 3 доказана. 
Теорема 4. Если выполняется локальное условие L3 Липшица, 

условие (7) и существует функционал Ляпунова-Красовского, удов-
летворяющий условиям теоремы 2, то тривиальное решение задачи 
(1), (2) асимптотически стохастически устойчиво. 

Доказательство. Пусть r  — момент первого выхода решения из 

сферы (0)rU . Тогда для произвольных 0t   и > 0r  из формулы (18) и 
определения функционала V  очевидно выполняются неравенства  

  1 ( ), , ,
p

rc E x s t s y    
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( )

1

( ), , , , ( ( )

, , .

r s t rr

p

E V s t x s y t

V s y c

   

 

  

 
 

Поскольку ( ) =lim r
r

t t


, существует  

   , , , , ( ) <s tE V s t x s y t    

для всех 0t  , ([ ,0])nC   , 0s  , y Y . Пусть tF  — минималь-

ная  -алгебра, относительно которой измеримы все ( )s  для 

[0, ]s t . Тогда ( , ( , , ), ( ))s tV s t x s y t   является tF -измеримым, а 

марковское свойство для произвольного [0, ]u t  дает  

   , , , , ( )s t Fu
E V s t x s y t    

       1 ( ) =1 1
= ( )
= ( , , )

= , , , , .s t u s s u
z y u

x s ys u

E V s t u x s z t u

 

   



    

Поэтому из неравенства (30) получим  

       , , , , ( ) , , , , ( ) ,s t F s uu
E V s t x s y t E V s u x s y u        

т.е.    , , , , ( ) ,s t tV s t x s y t F   — неотрицательный супермартин-

гал для 0t   [1], [3]. Значит, существует предел  

  , , , , ( ) = ( ) 0lim s t
t

V s t x s y t   


   

с вероятностью 1. Из неравенств (25) и (30) можно получить оценки  

   
  2 3 1 1

0

, , , , ( )

, , ,

s t

t
pp

E V s t x s y t

c c E x s s s y ds

 

 

 

   

   3
2 1 1 11

1 0

, , , , ( ) ,
t

p
s s

c
c E V s s x s y s ds

c
      

то есть 

     
3

1
2( ) = , , , , ( ) = 0lim lim

c
t

cp
s t

t t
E E V s t x s y t c e    
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и отсюда { : ( ) = 0} = 1P    . 
Теперь, учитывая основное неравенство для супермартингалов 

[4], получим  

 

  

: , , ,sup

1
: , , , , ( )sup

t T

p
s t

t T

P x s t s y

P V s t x s y t
T

  

   






 
  

 
 

    
 

   
3

12

1 1

1
, , , , ( )

cp T
c

s Tp p

c
E V s T x s y T e

c c


 

 

 

    

для всех > 0T , > 0 , ([ ,0])nC   , 0s  , y Y . 
Остается рассмотреть предел при T   и теорема 4 доказана. 

4. Модельная задача 1. Асимптотическая устойчивость в среднем 
квадратическом автономных линейных стохастических систем 
автоматического регулирования с марковскими параметрами 

Полученые теоретические результаты имеют место для линейных 
стохастических дифференциальных уравнений автоматического регули-
рования диффузионного типа с марковскими параметрами вида [15] 

    ( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dx t A t x t g dt B t x t dw t       , (31) 

с начальными условиями 

0 0( )x t x  

где матрицы ( ), ( ) ( )n
n nA y B y M R , элементами которых являются 

действительные числа при каждом ( )t Y  , а ( )t  — однородный мар-

ковский процесс с конечным числом состояний  1 2, , ... , nY y y y  и 

матрицей переходных вероятностей 

   ( ) | ( )j iP P y t y e        , (32) 

[ ]ij   с условиями 

0; ;ij ii ij
i j

i j  


     (*) 

Пусть детерминированная система автоматического регулиро-

вания при каждом фиксированном ( ) it y Y   [17] 

 ( ) = ( ) ( ) ( )idx t A y x t g dt      (33) 

имеет одно состояние равновесия, причем А и TA kgl  — гурвицевы 
матрицы. 
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Для получения условий устойчивости следует взять стохастиче-
ский функционал Ляпунова-Красовского 

    
( )

0

, ( )
x

i T iv x y x H y x z dz


      (34) 

где симметричная положительно определенная матрица ( )iH y  есть 
решением матричного уравнения Сильвестра при каждом фиксиро-
ванном ( ) it y Y    

        T i i T i iA y H HA y B y HB y G     (35) 

где G произвольная положительно определенная матрица. 
Тогда СИОЛ ( , )iLv x y  имеет вид [16; 17] при каждом фиксиро-

ванном ( ) it y Y    

         , i T T i i T i iLv x y x A y H HA y B y HB y x       

  ( ) ( )T T i Tg H l A y x x Hg           (36) 

     
1

1
( ) ,

2

n
T T i T i j

ij
j

x B y ll B y x v x y  


  .  

Поскольку 0( ), 0Tl x t t t    , нелинейная дифференцирован-
ная функция, которая удовлетворяет условие  
  ( ) ( ) 0, 0, (0) 0, ( ) 0.k k              (37) 

Поскольку условие (37) дает неравенство  

 
2 ( )

( ) 0Tl x
k

     ,  (38) 

тогда  

         

       

   
1

, ,

1 1
( )

2 2

i T T i i i i

k
T i i i i

ij
j

T T i T i T

Lv x y x A y H y H y A y

B y H y B y H y x

g H y l A y l x





  



  



  


      

  

   1 1 1
( ) ( ) ( )

2 2
i T i T T TH y g A y l l x l g

k
                    

 

     
( )

1 0

1
( ) , ( )

2

xn
T T i T i j

ij
j

x B y ll B y x v x y z dz


    


   . 
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Последнее неравенство запишем в векторно-матричной форме [17] 

    
( )

1 0

, , ( )
xn

i T j
ij

j

Lv x y x Cx v x y z dz


  


        (39) 

где  ( ) ( ), , ( )
TT Tx x t x t x t    ;  iC C y ; 0  ;  ;iA A y  

 ;iH H y   ;iB B y  

 1

1

1 1
0

2 2
1 1 1

( ) 0
2 2

1
0 0

2

T T T
n n

T T T
n

T T
n n n

A H HA B HB Hg A l l

C Hg A l l l g
k

B ll B



 







 

     
 
     
 
 
  

  (40) 

СИОЛ  , , 0iLv x y    на решениях (1), (2) тогда и только тогда, 

когда симметричная матрица T TA H HA B HB     отрицательно 
определена, а блочная симметрическая матрица C  неположительно 

определена (обозначать будем 0C  ). 
1. Матрица   отрицательно определена тогда и только тогда, ко-

гда матрица  iH H y  есть решением матричного уравнения Силь-

вестра (35), где в качестве G может быть взята единичная матрица І. 
2. Матрица C  (40) неположительно определена лишь в случае 

неположительной определенности матриц-блоков, которые стоят на 

ее главной диагонали, а именно: матрица 
1

2
T TB ll B  неположитель-

но определена тогда и только тогда, когда число 0  ; число 

1
0Tl g

k
   , что эквивалентно условию  

 0Tl g  .  (41) 
Таким образом, для неположительной определенности блочной 

матрицы C  (40) при условиях 0  , (35) и (41) требуется также не-
положительная определенность следующей матрицы 

 1 ( 1) ( 1)

1 1

2 2
0

1 1 1

2 2

T

T n n
T T

G Hg A l l

C

Hg A l l l g
k



 
  

    
  
      
  

 . (42) 
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Требование (41) фактически означает гурвицевость матрицы 
TA kgl , которая характеризирует экспоненциальную устойчивость 

матрицы А [18]. 
3. Запишем условия положительной определенности функцио-

нала Ляпунова-Красовского (35) на линейной характеристике гурви-
цевого угла ( ) k   : 

2
( )

00

1

2

1
0

2

Tz l x
T T

z

T T

v x Hx kydy x Hx kz

x H kll x



    








    

    
 


 

откуда и получаем положительнуя определенность матрицы  

( 1) ( 1)
1

0
2

T
n nH kll     . 

Домножим это неравенство слева на Tl  и справа на l, получим 
эквивалентное скалярное неравенство 

 21
0

2
T Tl Hl k l l  , 

откуда  

 

 2

2
0

T

T

l Hl

k l l
   . (43) 

4. Согласно пункту 3) второе слагаемое в (39) для Lv  
( )

1 0

( )
xk

ij
j

z dz


  

   на линейной характеристике гурвицевого угла 

( ) k    отрицательна в силу отрицательности 0  , а матрица  

 
1

1
0

2

k
T

ij
j

kll 


 . (44) 

5. Таким образом, условие отрицательной определенности 0Lv   

требует отрицательною определенность матрицы T TA H HA B HB I     
(35) и выполнения неравенства 
 1det 0C  . (45) 

Раскрываем этот определитель по последнему столбцу: 

 
   

 

11 1

2 2

1 1 1
.

2 2

T
T T T

T T

Hg A l I l A H HA B HB

Hg A l I l l g
k



 

        
        

 (46) 
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Таким образом выполняются все условия теоремы 2 про асим-
птотическую р-устойчивость. При р=2 имеем асимптотическую ус-
тойчивость в среднем квадратическом. 

Теорема 5. (критерий асимптотической устойчивости в l.i.m. 
тривиального решения (31)). 

Пусть выполняются условия: 

1) существует положительное решение ( )iH y  матричного уравне-
ния (35) при G = I; 

2) матрицы ( )iA y  и ( )i TA y kgl  — гурвицевы; 0Tl g  ; при каждой 

реализации ( ) , 1,it y i k   ; 

3) выполняется матричное неравенство (42) с выбором 0   при 
условии (43); 

4) выполняются неравенства (44) и (46). 

Тогда положение равновесия ( ) 0x t   стохастической динамиче-

ской системы (31) с начальным условием  0 0x t x  асимптотически 

устойчиво в среднем квадратическом. 
Модельная задача 2. Асимптотическая устойчивость в сред-

нем квадратическом автономных стохастических дифференци-
ально-разностных систем Лурье-Постникова автоматического 
регулирования с марковскими возмущениями (АСДРСсМВ) 

На вероятностном базисе 0( , . { , }, )tF F F t t P    задано сильное 

решение 0( ) ( , ) : [ , ) nx t x t t R    (АСДРСсМВ) 

 
     

     
1

1 0

( ) = ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ), , 0

dx t A t x t A t x t g dt

B t x t B t x t dw t t t

    

   

     
       

 (47) 

с начальными условиями 
 0( ) , 0, 0x t x t      . (48) 

где матрицы 1 1( ), ( ), ( ), ( ) ( )n
n nA y A y B y B y M R , элементами кото-

рых являются действительные числа при каждом ( )t Y  , а ( )t - 
однородный марковский процесс с конечным числом состояний 

 1 2, , ... , nY y y y  и матрицей переходных вероятностей (32) с ус-

ловиями (*). 
Пусть детерминированная система автоматического регулиро-

вания при каждом фиксированном ( ) it y Y    

      1( ) = ( ) ( ) ( ) ( )dx t A t x t A t x t g dt          (49) 
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имеет одно состояние равновесия, причем А и TA kgl  — гурвицевы 

матрицы. 
Для исследования устойчивости в l.i.m. выбираем функционал 

Ляпунова-Красовского вида [19] 

 

   
 

( )

0

,

( ) ( ) ( ) ; 0

i T i
t

xt
T i

t

v x y x H y

x H y x d z dz




       


 

     
 (50) 

где симметричная положительно определенная матрица ( )iH y  есть 

решением матричного уравнения Сильвестра  

        T i i T i iA y H HA y H B y HB y G      (51)  

при каждом фиксированном ( ) it y Y   . 

Используя леммы 1 и 2 [19, с. 426], вычислим СИО L  от функ-
ционала Ляпунова-Красовского (50): 

       
       

1

1

( )( , ) ( ) ( )

( )

T

T

i i i i

i i i

LV x y A y x t A y x t H y x t

x H y A y x t A y x t





     
     

 

           1 1( ) ( ) ( )
T

i i i i iB y x t B y x t H y B y x t B y x t           
 

   1
( ) ( )

2
T i T ig H y A y x t        

  

 
     

   

1
1

( )
2

1
( ) ( )

2

T i T i

T i T i

g H y A y x t

x t H y g A y

  

  

      
     




 (52) 

       1
1

( )
2

T i T ix t H y g A y x t           
 

   
     1 1

1
( ) ( ) ( ) ( )

2
T T i T i

i T i

g B y B y x t

B y B y x t

     



  

  

 


 

       ( ) ( )T i T ix t H y x t x t H y x t       ,  
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Рассмотрим правую часть равенства (52) как квадратическую 

форму физических переменных { ( )} nx t  R , { ( )} nx t   R  и фик-

тивных фазових переменных  ( )  ,  ( ) ( )x t  ,   ( ) ix t   . 

Итак, запишем равенство (52) у векторно-матричном виде: 

    , ( ) ( )i TLV x y x S H x t   , (53) 

где   ( ) ( ),Tx t x t x t   , ( )  , ( ) ( )x t  ,  ( )
T

x t   ,  iS S y , 

 ;iA A y   1 1 ;iA A y   iB B y ,  1 1
iB B y ;  iH H y .  

 

11 12 13 1

21 22 23 1

31 32 33 1

44 45 1

54 55 1

1 1 1 1 1 66

( ) ( ) ( ) 0 0 0

( ) ( ) ( ) 0 0 0

( ) ( ) ( ) 0 0 0
( )

0 0 0 ( ) ( ) 0

0 0 0 ( ) ( ) 0

0 0 0 0 0 ( )

n n n n n

n n n n n

n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n

S H S H S H

S H S H S H

S H S H S H
S H

S H S H

S H S H

S H

  

  

  

   

   

    

 
 
 
 

  
 
 
 
  

(53) 

с соответственными элементами 

 

11

12 1 1 21 1 1

22 1 1 33

44 55 1 1

66 31

13 45 1

54 1

;

; ;

;

1 1
; ;

2 2
1

; ;
2

1 1
; ;

2 4
1

;
4

0 ; ; 1, 2,3; 4,5;

0

T T

T T T

T T

T T T T

T T

T T

T

ij n n

ij n n

S A H HA H B HB

S HA B HB S A H B HB

S H B HB S g

S B B S B B

S E S g H A

S Hg A S BB

S BB

S i j i j

S



 

 

 







   

   

     

 

  

  



   





 



 

 

; ; 4,5; 1,2,3.i j i j




















   

 (54) 

СИО ( )( , )iLV x y  отрицательный на решениях   ( ) , nx t x t   R  

(АСДРСсМВ) (47), (48) тогда и только тогда, когда 11S  отрицательно 

определенная: 
 11 0n nS  , (55) 
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а блочная матрица ( )S H  неположительно определенная, то есть 

 (5 1)(5 1)( ) 0 n nS H   . (56)  

Условие (56) выполняется, если положительно определененные 
матрицы-блоки, которые стоят на ее главной диагонали. Исследуем 
диагональные матрицы. 

Матрица 11 0n nS   тогда и только тогда, когда положительно 
определенная матрица H > 0 есть решениям обобщенного алгебраи-
ческого матричного уравнения Сильвестра (51) [18] , которое эквива-
лентно матричному уравнению 

 
1 1

2 2

T
TA E H H A E B HB G            

   
, (57) 

где 0TG G   – произвольная случайная положительно определен-
ная матрица.  

Согласно исследованиям ([34], С. 80-98) решение H  матрично-
го уравнения (51) существует, если 0  . А для этого необходимо и 
достаточно, чтоб матрица А была экспоненциально устойчивой с по-
казателем экспоненты 0  , то есть  
 0 2   . (58) 

Покажем, что Th g   . 

Матрицы 44
1

2
T TS B B   и 55 1 1

1

2
T TS B B   неположитель-

но определенные тогда и только тогда, когда число 0  . 

Дальше, если 0  , то число 33 0TS g     тогда и только 
тогда, когда коэфициенты обратной связи, то есть вектори l и g , 
удовлетворяют условию  
 0T g  . (60) 

Таким образом, для отрицательно определенной блочной матрицы 
( )S H  на физических переменных { ( )}x t  и   x t T  кроме условий 

0 2   , 0  , (60) и существования положительно определенного 
матричного решения 0   обобщенного уравнения (51) нужно, чтоб 
матрица 1( )S H была неположительно определенной, то есть 
 1( ) 0n nS H  , (61) 

что и имеем с матрицы S , если вместо 11S  поставим Q . 

Условие 0T g   значит то, что матрица TA h g   должна быть не 
просто экспоненциально устойчивой с показателем 0  , но и экспонен-

циально устойчивой с показателем 0   не меньше, чем число Th g . 
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Вычислим нижнюю оценку для отрицательного числа 0  . Для 

этого рассмотрим значение функционала ( , )iV x y  на линейной характе-

ристике гурвицевого угла ( ) h   . Если использовать теорему Ла-

гранжа о среднем значении и ввести для этого * [ , ]t t T   , будем иметь 

     * * *

0

, ( ) ( )
t

i T T

t T

V x y x t Hx t x Hx d hydy


    


      

 
   

   

* *

* *

1
( ) ( ) ( ) ( )

2
1

( ) ( )
2

T T T T

T T T

x t Hx t x Hx hx t x t

x t H h x t x Hx

   

   

    

     
 

 


 (62) 

    * *

1( ) ( )0
2
0

T
T

n n

n n

x t x tH h

x x
H


 





                  


. 

Для 0   функционал (50) положительный, если положительно 
определенная матрица 

 
1

0
2

T
n nH h   . (63)  

С этого матричного неравенства после умноження на T  и спра-
ва на   получим скалярное неравенство  

  21
0

2
T TH h     . (64) 

С неравенства (64) запишем оценку для нижней границы числа 
0  , то есть 

 

 2

2
0

T

T

H

h
  

 

 
, (65) 

где 0H   решение обобщенного уравнения Сильвестра (51). 
Отметим, что оценка нижней границы для 0   (65) не являет-

ся достаточной для выполнения матричного неравенства (63), а толь-
ко необходимой. По-этому оценка (65) есть приближенным ориенти-
ром для вибора   ([18], лемма 3, с. 172—173). 

Величина 
1

2
Th H 


 

 есть нижней границей числа 0  , кото-

рую невозможно улучшить.  
Это значит, что искомое число   в функционале (50) берется с 

интервала 
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1

2
0

Th H



  
 

. (66) 

Отметим, что неравенство (65) совпадает с неравенством (66) 
тогда, когда вектор параметров обратной связи l  есть собственным 
вектором матрицы 0H   — решения обобщенного уравнения Силь-
вестра (51). 

Таким образом, в результате анализа матрицы S  получим сле-
дуючее утверждение:  

Теорема 6. (Критерий абсолютной устойчивости для АСД-
РСсМВ (47)). 

Положение равновесия (тривиальное решение ( ) 0x t  ) стохас-

тической динамической системы (47), (48) абсолютно асимптотиче-
ски устойчиво в середнем квадратическом, если выполняются сле-
дующие условия: 

1) матрица А — экспоненциально устойчивая с показателем экспо-
ненты 0  ; 

2) матрица 1
TA A hg    — гурвицева; 

3) векторы параметров обратной связи l  и g  удовлетворяют нера-

венство 0 Th g   ; 

4) существует положительно определенное решение 0H   обоб-
щенного матричного уравнения Сильвестра (51), в котором поло-
жительное число   берется с интервала 0 2    так, чтоб оно 

было около числа 2  ( 2  ); 

5) виполняется неравенство (61) , то есть 

 

12 13 1

21 22 23 1

31 32 33 1
1

44 45 1

54 55 1

1 1 1 1 1 66

0 0 0

0 0 0

0 0 0
0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

n n n n n

n n n n n

n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n

G S S

S S S

S S S
S

S S

S S

S

  

  

  

   

   

    

 
 
 
 

  
 
 
 
  

, (67) 

где 0TG G   положительно определенная матрица; 
6) параметр 0   вычисляется с условия (65). 

Замечание 1. Если случайные возмущения отсутствуют в сто-
хастическом дифференциально — разностном уравнении (47), то есть 

1 0n nB B   , то легко можно получить критерий абсолютной с запо-
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зданием и нелинейностью устойчивость для детерминированной сис-
темы автоматического регулирования с запаздыванием [19]: 

 1( ) ( ) ( )dy t Ay t A y t g      . 
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