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КОРЕКТНІСТЬ ЗАДАЧІ КОШІ ДЛЯ НЕСКІНЧЕННОЇ  
СИСТЕМИ НЕЛІНІЙНИХ ОСЦИЛЯТОРІВ З КУБІЧНИМ 

ПОТЕНЦІАЛОМ НА ДВОВИМІРНІЙ ҐРАТЦІ 

Стаття присвячена вивченню нескінченної системи дифе-
ренціальних рівнянь, яка описує нескінченний ланцюг лінійно 
зв’язаних нелінійних осциляторів. Отримано результат про іс-
нування та єдиність глобального розв’язку задачі Коші у випа-
дку кубічного потенціалу.  

Ключові слова: нелінійні осцилятори, двовимірна ґратка, 
задача Коші, глобальний розв’язок, кубічний потенціал.  

Вступ. У цій статті вивчаються рівняння, які описують динаміку 
нескінченної системи лінійно зв’язаних нелінійних осциляторів, роз-
міщених на цілочисловій двовимірній ґратці. Нехай  ,n mq t  — уза-

гальнена координата  ,n m -го осцилятора в момент часу t . Перед-

бачається, що кожний осцилятор лінійно взаємодіє з чотирма своїми 
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найближчими сусідами. Тоді рівняння руху системи, що розглядаєть-
ся, мають вигляд 
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, , .

n m n m n m n m n m n m n m n m n m

n m n m n m n m n m n m

q U q a q q a q q

b q q b q q n m

  

  

      

    




(1) 

Рівняння (1) представляють собою нескінченну систему звичай-
них диференціальних рівнянь.  

Розглядаються такі розв’язки системи (1), що 
 ,

,
lim ( ) 0,n m

n m
q t


  (2) 

тобто осцилятори знаходяться в стані спокою на нескінченності.  
Подібні системи є цікавими з огляду на численні застосування у 

фізиці [8; 10; 11]. В статті [14] вивчались періодичні розв’язки для сис-
теми осциляторів на двовимірних ґратках, а в статтях [2; 3; 12] та 
[13] — біжучі хвилі. Питання коректності задачі Коші для ланцюгів 
нелінійних осциляторів (випадок одновимірної ґратки) вивчалося в [5] 
і [9], а для систем осциляторів на двовимірних ґратках — в [3] і [4]. 
Зауважимо, що в статтях [3] і [4] отримано умови існування та єдиності 
глобального розв’язку, які не задовольняє кубічний потенціал.  

Метою статті є одержання умов існування та єдиності глобаль-
ного розв’язку задачі Коші для нескінченної системи лінійно 
зв’язаних нелінійних осциляторів, розміщених на двовимірній ґратці 
у випадку кубічної потенціальної функції.  

Постановка задачі та основні припущення. Потенціал , ( )n mU r  

запишемо у вигляді 
, 2

, ,( ) ( )
2
n m

n m n m

d
U r r V r    і покладемо ,n mc   

, 1, , , 1 , .n m n m n m n m n md a a b b       Тоді рівняння (1) матиме вигляд 
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 (3) 

Враховуючи граничні умови (2), це рівняння зручно розглядати 
як диференціально-операторне рівняння 
 ( )q Aq B q   (4) 

де  

  1, 1, , 1, , 1 , 1 , , 1 , ,,
,n m n m n m n m n m n m n m n m n m n mn m

Aq a q a q b q b q c q           

(такі оператори вивчалися в [6, с. 597]), а нелінійний оператор B  
визначається формулою 

    , ,,
( ) ,n m n mn m

B q V q  (5) 
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в просторі  2
2 2l l   дійсних послідовностей  ,n mq q  зі скаляр-

ним добутком 

        1 2 1 2
, ,

,

, .n m n m
n m

q q q q


 


�  

Скалярний добуток і норму в 2l  позначатимемо  ,   і   відповідно.  

Відмітимо, що рівняння (3) у просторі 2l  можна подати у гамі-

льтоновому вигляді 
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з гамільтоніаном 
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 (6) 

де p q  .  

За означенням, розв’язком рівняння (4) вважається двічі непере-
рвно диференційовна функція від t  зі значеннями в 2l .  

Задача Коші для рівняння (4) полягає у знаходженні розв’язку, 
який задовольняє початкові умови:  

 (0) (1)(0) , (0) .q q q q   (7) 

Розглянемо тепер випадок кубічного потенціалу: 

, 3
, ( ) ,

3
n m

n m

d
V r r  

де ,n md  — обмежена послідовність. Передбачається, що оператор A  

від’ємно визначений, тобто 

   2
0 0, , 0,Aq q q     (8) 

для 2.q l  

Покладемо 

  3
, ,

,

1 1 1 1
( ) , ( ) ( ).

2 3 2 3n m n m
n m

J q Aq q d q a q b q


    


 

Відмітимо, що 1/2 ( )a q  — норма на 2l , еквівалентна стандартній 

нормі 
2l

 . Тоді гамільтоніан (6) набуде вигляду 

21
( , ) ( ).

2
H p q p J q   
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Оскільки 
3

3 3
( ) ' ''

l
b q c q c q  , то існує така константа 0c  , що 

 
1/3 1/2

2( ) ( ) , .b q ca q q l   (9) 

Далі c  завжди позначає константу з (9).  

Допоміжні леми. Покладемо 

   2
0

inf sup : , 0 .
q

J q q l q


 


    
 

 (10) 

Лема 1. Правильна нерівність 

6

1
.

6c
   

Доведення. Маємо  
2 3

( ) ( ).
2 3

J q a q b q
     Якщо ( ) 0b q  , то  
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Якщо ( ) 0b q  , то  
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J q J q
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Підносячи нерівність (9) до 6-го степеня, отримуємо необхідне.  
Лему доведено.  

Покладемо 

     2 : 0 , 0, 1 .W q l J q          (11) 

Очевидно, що W  зірковий відносно початку координат, тобто 

якщо q W , то q W   для будь-якого  0, 1 .   

Лема 2. Множина W  містить відкритий еліпсоїд B   

 2 : ( ) ,q l a q     для будь-якого 0  , що задовольняє умовам:  

6

9
,

4c
   

3
3/2 .

2 3

c     

Доведення. Згідно (9) 
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3
1/21

( ) 0,
2 3

c
a q


   

для всіх  0, 1 .   

Отже,   0J q   для будь-якого  0, 1  .  

Якщо ( )a q  , то, згідно другої умови для  :  

 
2 3 3 3

3/2 2 3/21
,

2 3 2 3

c c
J q

        
 

     
  

 

для всіх  0, 1 .   

Отже,   .J q    

Лему доведено. 

Покладемо 

  *, 2 : ( ) ( ) 0, .W q l a q b q J q       

Згідно неперервності функціоналів ( )a q  і ( )b q , *,W   — відкри-

та множина.  

Лема 3. *, .W W B    

Доведення. Достатньо показати, що  *, 0 .W W     

Нехай , 0q W q  . Якщо ( ) 0b q  , то ( ) ( ) 0a q b q   і 

( ) .J q   Якщо ж ( ) 0b q  , то 

  ( )
sup .

( )

a q
J q J q

b q
 

 
   

 
 

Тоді 
( )

1
( )

a q

b q
   і ( )J q  . Це показує, що *, .q W   

Навпаки, нехай *,q W  . Якщо ( ) 0b q  , то 

 
 

0, 1
sup ( )J q J q


 


   

і q W . Якщо ж ( ) 0b q  , то нерівність 
( )

1
( )

a q

b q
   показує, що 

 
 

0, 1
sup ( ),J q J q





  

що й дає необхідне. Лему доведено. 
В силу відкритості *,W   і B , лема 3 показує, що множина W  

відкрита, тобто є околом нуля в 2l .  



Математичне та комп’ютерне моделювання 

34 

Лема 4. W  — обмежена множина.  

Доведення. Якщо ( ) 0b q  , то 
1

( ) ( )
2

J q a q  і ( ) 2a q  . Якщо 

ж ( ) 0b q  , то за лемою 3, ( ) ( )b q a q  . Значить, 
1

( ) ( )
6

J q a q  і 

( ) 6a q  . Таким чином, W  міститься в обмеженій множині 

 2 : ( ) 6 .q l a q    Лему доведено. 

Основний результат. Наступна теорема є основним результа-
том цієї статті.  

Теорема 1. Нехай , 3
, ( )

3
n m

n m

d
V r r , де ,n md  — обмежена послі-

довність, оператор A  від’ємно визначений і (0) (1)
2,q W q l   такі, 

що  2(1) (0)1
.

2
q J q    Тоді задача Коші з початковими даними 

(0) (1),q q  має єдиний глобальний розв’язок.  

Доведення. Існування та єдиність локального розв’язку ( )q t  ви-
пливає із теореми 1 статті [4]. Далі, як і в доведенні теореми 3, випа-
док (а) (див. [3]), достатньо показати, що ( )q t  залишається обмеженим.  

Покажемо, що ( )q t W . Припустимо, що це не так і нехай 

1 0t   найменше значення 0t  , для якого 1( )q t W . Тоді 1( )q t  на-

лежить межі W  множини W . Оскільки W  зірковий, то 

1( )q t W   для будь-якого [0, 1)  . Значить,  1( )J q t  . Пере-

ходячи до границі при 1  , отримуємо, що  1( )J q t  . Якщо 

 1( )J q t  , то, згідно означення W  і того, що  1( )J q t  , отри-

муємо 1( )q t W . Останнє протирічить зробленому припущенню. 

Таким чином,  1( ) .J q t   

Оскільки гамільтоніан H  зберігається (див. [3]), то 

     22 (1) (0)
1 1 1

1 1
( ) ( ) ( ) .

2 2
J q t q t J q t q J q       

Отримане протиріччя показує, що ( )q t W  для всіх 0t  , для 

яких q  визначене. Отже, розв’язок існує при всіх 0.t   
Оскільки рівняння (1) інваріантне відносно заміни t  на t , то 

розв’язок визначено при всіх .t  Теорему доведено. 
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Доведена теорема дає існування та єдиність глобального розв’язку 
задачі Коші у випадку, коли початкові дані достатньо малі в 2l -нормі.  

Оскільки множина початкових даних із теореми 1 статті [4] від-
крита і містить нульові дані, то отримуємо такий наслідок.  

Наслідок. Нехай 
, 3

, ( )
3
n m

n m

d
V r r , де ,n md  — обмежена послі-

довність, оператор A  від’ємно визначений. Тоді існує таке 0  , що 

для будь-яких (0) (1)
2,q q l  з (0)q   і (1)q   задача Коші має 

єдиний глобальний розв’язок.  

Висновок. У статті одержано умови існування та єдиності глобаль-
ного розв’язку задачі Коші для нескінченної системи лінійно зв’язаних 
нелінійних осциляторів, розміщених на двовимірній ґратці (теорема 1), 
які поширюють результати статей [3—5]. 
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ДИСПЕРСІЯ ПРОГНОЗОВАНИХ ЗНАЧЕНЬ ЯК КРИТЕРІЙ 
ОПТИМАЛЬНОСТІ ПОБУДОВИ КОМПОЗИЦІЙНИХ 

ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНИХ ПЛАНІВ ДЛЯ 
ТРЬОХКОМПОНЕНТНИХ СПОЛУК  

Описано використання дисперсії прогнозованого значення, 
як критерію оптимальності при виборі експериментальних 
планів. Наведено метод побудови композиційних матриць 
планування експериментів для трьохкомпонентних сполук. 
Отримано декілька композиційних матриць для експеримента-
льних планів другого та третього порядків. 

Ключові слова: композиційні експериментальні плани, 
планування експерименту, дисперсія прогнозованого значення.  

Із бурхливим розвитком обчислювальної техніки побудова ма-
тематичних моделей для дослідження задач у фізиці, хімії, біології, 
матеріалознавстві та інших областях науки є досить актуальною. 
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