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З ЛІНІЙНО ПЕРЕТВОРЕНИМ АРГУМЕНТОМ  

У роботі досліджено існування розв’язку та обґрунтовано 
метод усереднення для системи диференціальних рівнянь із 
повільними і швидкими змінними та лінійно перетвореним ар-
гументом. Для розв’язку системи нелінійних рівнянь задано 
багатоточкові крайові умови.  

Ключові слова: метод усереднення, малий параметр, 
крайова задача, лінійно перетворений аргумент, повільні і 
швидкі змінні. 

Вступ. Різноманітні прикладні задачі, зокрема задачі оптимального 
керування, приводять до розв’язування крайових задач для звичайних 
диференціальних рівнянь. Спростити їх розв’язування можна, побудува-
вши відповідну простішу усереднену задачу. У працях [1; 2] для двоточ-
кових крайових задач з повільними і швидкими змінними без запізнення 
запропоновано схему усереднення уздовж розв’язку породжуючої задачі 
та дано її обґрунтування. Аналогічна задача для двоточкової задачі із 
запізненням аргументу розглянута в [3]. Для багаточастотних систем із 
лінійно перетвореним аргументом обґрунтування методу усереднення за 
швидкими змінними дано в працях [4; 5] та ін. У даній роботі досліджу-
ється багатоточкова крайова задача з довільною скінченною кількістю 
лінійно перетворених аргументів, які характеризують запізнення в сис-
темі рівнянь. Відзначимо, що система рівнянь, яка досліджується, зале-
жить від «швидкого» t  і «повільного» t   часу,   — малий додат-
ний параметр. Для початкової задачі без запізнення з повільним і швид-
ким часом результати асимптотичного інтегрування наведено в моног-
рафії [6], для крайових задач у працях [1—3] та ін. 

1. Постановка задачі та схема усереднення. Розглянемо сис-
тему диференціальних рівнянь вигляду  
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x x x    й анало-

гічне позначення для  , iA  і iB  — задані матриці порядку n і m відпо-

відно, 1d  і 2d  — задані n - і m -вектори. Змінні ix  називаються повіль-

ними, а i  — швидкими [7].  
Розглянемо породжуючу крайову задачу для змінних 
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d

t x
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     2 2( )( , )l d   , (5) 

де   і x  вважаються параметрами. Нехай існує розв’язок 
( , , )t x    задачі (5). Усереднимо вектор-функцію X  по t  уздовж 

розв’язку ( , , )t x  , де  , x  — параметри. Одержимо усереднену 
задачу для повільних змінних 
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Зауважимо, що хоч система рівнянь (6) є системою із запізненням, 
але її розв’язування значно простіше, порівняно з (1)—(4), оскільки 
рівняння для вектора повільних змінних x  не залежить від швидких 
змінних, а в задачі (5)   і x  — параметри. 

2. Умови й основний результат. Введемо такі позначення: 

1 1 2 0[0, ] [0, ] [0, ]l lG T T D D      , 2 1 2[0, ] [0, ]G T T D D    , 

3 0[0, ] [0, ]G T   ,  : , , ( , )M t x t  ,  : , , ( , ), ( , )M t x t t     .  

Розглянемо відповідну рівнянням (6) і (5) систему рівнянь у ва-
ріаціях: 
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Припустимо, що виконуються наступні умови: 

1. Існує розв’язок ( , , )t x    крайової задачі (5), де   і x  — па-

раметри, і за цими параметрами функція   неперервно диференційовна.  

2. Існує розв’язок ( , )x x t   усередненої задачі (6). 

3. Нехай ( , , )U t s   і ( , , )V t s   — матриці Коші систем рівнянь (7) 

і (8) відповідно, 1 1( ) ( )( ,0, )l U    , 2 2( ) ( )( ,0, )l V    . Припусти-

мо, що для всіх 0[0, ]   

| det ( ) | 0, 1, 2.   j i j      

4. Введемо функцію  

  0
0

, , , ( , , ),0 ( , )
t

w X s x s x X x ds         , 

де   і x  — параметри. Вважатимемо, що функція ( , )w w x  і не 

залежить від x . 

Зауважимо, що розв’язок системи рівнянь (7) можна записати у 
вигляді [8] ( , ) ( ,0, ) (0, )t U t     . 

Із виконання нерівності випливає, що системи рівнянь (7) і (8) з 
однорідними крайовими умовами мають тільки тривіальний 
розв’язок. Сформулюємо основну теорему. 

Теорема. Нехай вектор-функції X , Y  і   визначені та непере-
рвно диференційовні за всіма аргументами у відповідних областях 
визначення та виконуються умови 1—4. 

Тоді для досить малого *
0[0, ]   крайова задача (1)—(4) має 

єдиний розв’язок  * *( , ), ( , ) x t t   , який неперервний за   і рівно-

мірно по [0, ]t T  виконується рівність 
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0
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

      


    . (9) 

Розглянемо допоміжну систему рівнянь  
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 1( )( , ) 0l u   , 2( )( , ) 0l v   , (11) 

де u  і v  — n- і m-вектори, iF , H  і G  — неперервні в 3G  матриці. 

Нехай ( , )p colon u v  , ( , )f colon b d . Застосувавши методи-

ку доведення аналогічного твердження в [1; 3] нескладно довести 
наступну лему. 

Лема. Нехай: 
1) вектор-функція ( , , )f t p   неперервна при [0, ]t T , 0p  , 

0[0, ]  ; 

2) існують неспадні за кожним з аргументів функції ( )   і 

( , )   , і такі, що (0) (0,0) 0   , ( ,0, ) ( )f t    , 

1 2 1 2( , , ) ( , , ) ( , )f t p f t p p p        

для всіх 0[0, ]   і 1 0p  , 2 0p  ; 

3) матриці Коші ( , , )U t s   і ( , , )V t s   систем рівнянь 
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  , ( , )

dv
H t v

dt
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відповідно, задовольняють умови 3 і 4, в яких замість матриць U  і 
V  потрібно записати U  і V . 

Тоді можна вказати додатні числа *
0(0, ]   і *

0[0, ]  , такі, 

що для кожного *(0, ]   існує єдиний розв’язок  * *( , ), ( , ) u t v t   

крайової задачі (10), (11), неперервний за   і  
* * *

0( , ) ( , )u t v t    , ( , ) [0, ] (0, ]t T    . 

2. Доведення теореми  

Зробимо в системі (1), (2) заміну  
 ( , , )x w t     , ( , , )t      , (12) 

де   — розв’язок усередненої крайової задачі (5). Із вигляду функцій 

w  і 0X  випливає, що (0, , ) ( , , ) 0w w T     . 

Із першої з рівностей (12), рівнянь (1), (6) і враховуючи вираз 
функції w  одержимо 
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де I  — одинична матриця. 
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Для 1(0, ]  , 1 0  , матриця 
w

I 






 невироджена. Тому  
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    
, 

де W  — деяка матриця. Отже, для   маємо рівняння 
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d

X t X t
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Із рівнянь (2) і (13) знаходимо: 
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Із крайових умов (3) і співвідношень (12) випливає, що  

1 1( )( , )l d   , 2( )( , ) 0.l     

Зробимо ще одну заміну: ( , )x t z   . У підсумку одержимо 
крайову задачу 
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1 2

( , ) ( , , , ),

( , ) ( , , , ),

( )( , ) 0, ( )( , ) 0,   

l
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dz
C t z X t z
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l z l
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 


 

 

 

   



 (14) 

де матриці iC  та D визначені як і в системі (7), (8).  
Одержана система має вигляд (10). Умови на систему рівнянь 

(1), (2) дозволяють зробити висновок, що виконані умови леми, тому 
для досить малого *

1   існує єдиний розв’язок *( , )z t  , *( , )t   

задачі (14), неперервний по   при *0    , * *( ,0) ( ,0) 0z t t  . 
На підставі рівностей (12) і (14) одержимо рівність (9). 
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 In this paper we researched the existence of solution and give justifiction 
of averaging method for systems of differential equations with slow and fast 
variables and with linearly transformed argument. The solution of systems of 
nonlinear equations satisfies the multipoint boundary conditions. 
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