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СКІНЧЕННОВИМІРНИМ ПІДПРОСТОРОМ 

У статті на основі ідеї методу січних площин розв’язува-
ння задачі опуклого програмування побудовано метод розв’я-
зання задачі найкращої у розумінні опуклої ліпшіцевої функції 
рівномірної апроксимації неперервного компактнозначного ві-
дображення скінченновимірним підпростором неперервних 
однозначних відображень. 

Ключові слова: компакнозначне відображення, найкраща 
у розумінні опуклої ліпшіцевої функції апроксимація, метод сі-
чної площини. 

Вступ. У роботі для розв’язування задачі найкращої у розумінні 
опуклої ліпшіцевої функції рівномірної апроксимації неперервного ком-
пактнозначного відображення скінченновимірним підпростором непере-
рвних однозначних відображень побудовано метод, який базується на 
ідеї методу січних площин розв’язування задачі опуклого програмуван-
ня, запропонованого у праці [1], а також доведено його збіжність. 

Отримано двосторонні оцінки, які дозволяють знайти величину 
найкращого наближення з наперед заданою точністю. 

Побудований метод узагальнює також на випадок вищеназваної 
задачі метод розв’язування задачі найкращої у розумінні норми рів-
номірної апроксимації неперервного компактнозначного відображен-
ня скінченновимірним підпростором неперервних однозначних відо-
бражень, розглянутий у праці [2]. 

Постановка задачі. Нехай S -компакт, s  — його елементи, X  — 
лінійний над полем дійсних чисел нормований простір,  ,C S X  — лі-

нійний над полем дійсних чисел нормований простір однозначних відо-
бражень g  компакта S  в X , неперервних на S , з нормою 

 max
s S

g g s


 ,  K X  — сукупність всіх непорожніх компактів про-

стору X ,   ,C S K X  — множина багатозначних відображень a  ком-
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пакта S  в X таких, що для кожного s S     sa s K K X   і які не-

перервні на S  у розумінні  метрики Хаусдорфа на  K X , V  — скін-

ченновимірний підпростір простору  ,C S X , породжений лінійно не-

залежними відображеннями  ,ig C S X , 1,i n , p  — задана на X  

дійснозначна  опукла ліпшіцева з константою l  функція. 
Задачею найкращої у розумінні функції p  рівномірної апроксимації 

відображення   ,a C S K X  підпростором 
1

: , ,
n

i i i
i

V g g g R


    


  

1,i n  неперервних однозначних відображень будемо називати задачу 

відшукання величини  
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,..., 1
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inf max max .
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n

V
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n

i i
R s S y a s i

a p y g s

p y g s
 





  

   

  

 
   

 


 (1) 

Якщо існує відображення * *

1

n

i i
i

g g


  , * n
i R  , 1,i n , таке, 

що  
 

    
 * * *

1

max max max max
n

V i i
s S y a s s S y a s i

a p y g s p y g s 
    

 
    

 
 , то 

його будемо називати екстремальним елементом для величини (1).  

Актуальність теми. Виникають задачі наближення, в яких міра ві-
дхилення між елементами лінійного нормованого простору оцінюється 
не з допомогою норми, а з допомогою деякої дійснозначної опуклої ліп-
шіцевої функції. До таких задач відносяться задачі наближення по пе-
реднормі, функціоналу повільного зростання та інші. Вищеназвані задачі 
є частковими випадками задачі відшукання величини (1).  

Практичне використання величини (1) та її екстремального еле-
мента вимагає розробки чисельних методів  їх відшукання. 

Мета роботи. Побудувати метод відшукання величини (1) та її 
екстремального елемента, оснований на ідеї методу січних площин 
розв’язання задачі опуклого програмування. 

Деякі означення та допоміжні твердження. Нехай *X  — про-
стір, спряжений з X , F  — дійснозначна функція, задана на X . 

Полярою *F  функції F , або функцією, спряженою з F , назива-
ється функція, задана на *X , означена рівністю  *F f   

    sup
x X

f x F x


  , *f X , (див., наприклад, [3, с. 306]). 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

58 

Множина   * * *: ,domF f f X F f     називається ефек-

тивною множиною функції *F  (див., наприклад, [3, с. 306]). 
Елемент *f X  називається субградієнтом функції F  в точці 

0x X , якщо  

       0 0F x F x f x f x   , x X , 

(див., наприклад, [3, с. 324]). 
Множину субградієнтів функції F  в точці 0x X  називають 

субдиференціалом цієї функції в точці 0x  і позначають  0F x  (див., 

наприклад, [3, с. 324]). 
Якщо F  є опуклою неперервною на X  функцією, то для 

0x X   0F x  є непорожньою опуклою слабко* компактною мно-

жиною простору *X  (див., наприклад, [3, с. 327]). 
Якщо F  задана на X  опукла напівнеперервна знизу дійснозна-

чна функція, то функція    
*

sup
f domF

F x f x


 , x X , називається 

асимптотичною функцією для F  (див., наприклад, [3, с. 346,347]). 

Твердження 1. Для того щоб опукла напівнеперервна знизу на 
X  функція p  задовольняла умову Ліпшіца на X  з константою l , 

необхідно і достатньо, щоб для всіх *f domp  виконувалась нерів-

ність f l . 

Доведення. Необхідність. Нехай опукла на X  функція p  задо-

вольняє умову Ліпшіца на X  з константою 0l  . Тоді  

    0p x p l x  , x X . (2) 

Нехай *f domp . З урахуванням (2) одержимо, що  

           * sup sup 0
x X x X

p f f x p x f x l x p
 

       . 

Звідси випливає, що  f x l x , x X . 

Тому 
 

,
0

sup
x X
x

f x
f l

x


  . 

Отже, для всіх *f domp  виконується нерівність f l . 

Необхідність доведено. 
Достатність. Нехай для опуклої напівнеперервної знизу на X  

функції p  має місце нерівність  
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 f l , *f domp , де 0l  . (3) 

Згідно з теоремою Фенхеля-Моро (див., наприклад, [4, с. 186]) 

       
*

*sup
f domp

p x f x p f


  , .x X  (4) 

З урахуванням (3), (4) для довільних 1 2,x x X  одержимо 

             
* *

* *
1 2 1 2sup sup

f domp f domp

p x p x f x p f f x p f
 

       

*
1 2 1 2sup

f domp

f x x l x x


    . 

Це й означає, що функція p  є ліпшіцевою на X  з константою l . 

Твердження доведено. 

В подальшому, як і в постановці задачі, будемо вважати, що фу-
нкція p  є заданою на X дійснозначною опуклою ліпшіцевою з конс-

тантою l  функцією. 

Твердження 2. Асимптотична функція  p x , x X , є сублі-

нійною ліпшіцевою з  константою l  функцією. 

Справедливість твердження випливає із задання функції  p x , 

x X , та твердження 1. 

Твердження 3. Якщо для a R  множина  

  * * *: ,adom p f f X p f a     , 

то вона є опуклою обмеженою слабко* компактною множиною прос-
тору *X , причому f l , *

af dom p . 

Справедливість твердження випливає  з опуклості функції 

 *p f , *f X , (див., наприклад, [4, с. 185]), обмеженості множини 
*domp  (див. твердження 1), відкритості щодо слабкої* топології про-

стору *X  множини * *\ aX dom p . 

Твердження 4. Якщо a R  і *
adom p   , то функція 

   
*

max
a

a

f dom p
p x f x


 , x X , є сублінійною ліпшіцевою з константою 

l  функцією.  
Для будь-якого x X  має місце рівність  

   lim k

k
p x p x 

 . 

Справедливість цього твердження випливає із задання функції 

 ap x , x X , та твердження 3. 
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Твердження 5. Для кожного елемента  ,g C S X  та числа a , 

для якого *
adom p   , відображення     *, as f S dom p f g s    

є неперервним на *
aS dom p  у розумінні топології на *

aS dom p , яка 

є добутком топології компакта S  та топології *
adom p , індукованої 

слабко* топологією простору *X . 
Доведення. Нехай 0  . Для всіх   *, as f S dom p   і 

  *
0 0, as f S dom p   маємо, що  

               
         

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 .

f g s f g s f g s g s f g s f g s

l g s g s f g s f g s

     

   
 (5) 

Оскільки  ,g C S X , то існує окіл  0V s  точки 0s  компакта 

S  такий, що    0 2
g s g s

l


  ,  0s V s . 

Розглянемо окіл  0 0; ;
2

O f g s
 

 
 

 точки 0f  у топології *
adom p , 

який визначається елементом  0g s  та числом 
2


:  

       *
0 0 0 0 0; ; : ,

2 2aO f g s f f dom p f g s f g s
         

   
. 

З урахуванням (5) для всіх      0 0 0, ; ;
2

s f V s O f g s
    

 
 одер-

жимо      0 0f g s f g s   . 

Це й означає неперервність відображення   *, as f S dom p    

  f g s  у довільній точці   *
0 0, as f S dom p  . 

Твердження доведено. 
Будемо позначати далі через 

    max
s S

h g p g s
 ,  ,g C S X , 

а для числа a , для якого *
adom p   , позначимо через 

    max a
a

s S
h g p g s

 ,  ,g C S X . 

Твердження 6. Функції  h g ,  ah g ,  ,g C S X , є субліній-

ними  на  ,C S X  функціями, які задовольняють на  ,C S X  умові 

Ліпшіца з константою l . 



Серія: Фізико-математичні науки. Випуск 6 

61 

Справедливість твердження випливає із задання функцій  h g , 

 ah g ,  ,g C S X , та тверджень 2—4. 

Твердження 7. Для кожного  ,g C S X  має місце рівність  

      lim supk k
k k N

h g h g h g
 

  . (6) 

Доведення. Оскільки для k N  * * *
1k kdom p dom p domp  , то 

     1k kh g h g h g  . Звідси випливає, що 

     lim supk kk k N
h g h g h g

 
  . 

Припустимо, що  
      lim supk k

k k N
h g h g h g

 
  . (7) 

Нехай  

        
* *

0max sup sup
s S f domp f domp

h g f g s f g s
  

  . (8) 

З (7), (8) випливає, що існує функціонал *
0f domp  такий, що  

       0 0 sup k k
k N

f g s h g h g


  , k N . (9) 

Оскільки  *
0p f   , то існує 0k N  таке, що  *

0 0p f k . 

Тому 
0

*
0 kf dom p . З урахуванням цього одержимо, що 

          
* * 0

0 0

0 0 0max max max
k k

k
s Sf dom p f dom p

f g s f g s f g s h g
 

   , 

що суперечить (9). 
Одержана суперечність дозволяє зробити висновок про справед-

ливість рівності (6). 
Твердження доведено. 

Твердження 8. Якщо   0h g  , g V , 0g  , то має місце спів-

відношення  

 1 ,...,
1

min 0
n nR

n

i i
S

i

h g
  



     
 
 , 

де   2
1

1

,..., : 1n

n
n

n iR
i

S R


 
      
 

  — одинична сфера простору  nR . 

Справедливість твердження випливає з неперервності відображен-

ня  1
1

,...,
n

n
n i i

i

R h g


      
 
  на nR  (див. твердження 6), компакт-

ності nR
S , лінійної незалежності елементів 1,..., ng g  та умов твердження. 
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Твердження  9. Якщо   0h g  , g V , 0g  , то існує натура-

льне число 0k  таке, що 

  0 0
1 ,...,

1

min 0
n nR

n

k i i k
S

i

h g
  



     
 
 . 

Справедливість твердження випливає з компактності nR
S , ліп-

шіцевості з константою l  функцій  kh g ,  ,g C S X , 1, 2,...k  , 

(див., твердження 6), тверджень 7 та 8. 

Основні результати.  

Теорема 1. Якщо   0h g  , g V , 0g  , то існують точки 

js S , функціонали *
jf domp , 11,j m , такі, що  

 
 

  
1 1,..., 1

1

min max 0
n nR

n

i j i j
S j m

i

f g s
  

 
   



  . (10) 

Доведення. Згідно з твердженням 9 існує натуральне число 0k  

таке, що 

  0 0
1 ,...,

1

min 0
n nR

n

k i i k
S

i

h g
  



     
 
 . 

Відповідно до твердження 5 відображення  
0

*, ks f S dom p    

  if g s , 1,i n , є неперервними на 
0

*
kS dom p  у розумінні то-

пології на 
0

*
kS dom p , яка є  добутком топології компакта S  та то-

пології 
0

*
kdom p , індукованої слабко* топологією простору *X . Тоді 

для 0

2

k

n
 


  і кожної точки  

0

*, ks f S dom p   існує її окіл 

   V s O f ,  де  V s  — окіл точки s  компакта S ,  O f  — окіл 

f  компакта 
0

*
kdom p  (див. твердження 3) такі, що  

      i if g s f g s     , 1,i n ,      ,s f V s O f    . (11) 

Зрозуміло, що     
  *

0
, ks f S dom p

V s O f
 

  є відкритим покриттям  

0

*
kS dom p . Оскільки 

0

*
kS dom p  є компактом, то з цього покриття 

можна виділити скінченне підпокриття    j jV s O f , 11,j m . Тоді 
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для кожної пари  
0

*, ks f S dom p   існує індекс    1, 1,...,s fj m  та-

кий, що  
     , ,

,
s f s fj js f V s O f  . Тому згідно з (11) 

  
     , ,s f s fi j i jf g s f g s    , 1,i n . 

З урахуванням цього для кожного  1 ,..., nn R
S    , 

 
0

*, ks f S dom p   одержимо, що  

     
11

1 1

max
n n

i i i j i j
j m

i i

f g s f g s
 

 

     

  
     , ,

1 1
s f s f

n n

i i i j i j
i i

f g s f g s
 

      

  
      , ,

2
2

1 1
s f s f

n n

i i j i j
i i

f g s f g s
 

    2

1

n

i

n


     . 

Звідки для кожного  1 ,..., nn R
S     і всіх  

0

*, ks f S dom p   

    
11

1 1

max
n n

i j i j i i
j m

i i

f g s f g s n
   

      
  

    . 

Тому для кожного  1 ,..., nn R
S     

 
      

*
1 0

0 0

0 0 0

1
1 1

1

max max max

0.
22

s S
k

n n

i j i j i i
j m f dom pi i

n
k k

k i i k k
i

f g s f g s n

h g n n n
n

  

 
    

   



     
 

           
 

 


 (12) 

Внаслідок (12) одержимо, що  

 
   0

1 1,..., 1
1

min max 0
2n nR

n
k

i j i jS j m
i

f g s
   



    


  . 

Теорему доведено. 

Перейдемо до описання запропонованого методу розв’язування 
задачі відшукання величини (1) та її екстремального елементу. При 
цьому будемо припускати, що   0h g  , g V , 0g  . На поперед-

ньому його кроці вибираємо точки js S  , функціонали *
jf domp , 

11,j m , такі, для яких виконується умова (10). 
Відповідно до теореми 1 вищеназвані точки та функціонали іс-

нують.  
На k -му кроці  1k   будемо розв’язувати задачу лінійного про-

грамування: 
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 inf   (13) 
при обмеженнях 

       *

1

,
n

i j i j j j j
i

f g s f y p f


    11, 1j m k   . (14) 

Зрозуміло, що задача лінійного програмування (13)-(14) має до-
пустимий розв’язок. Таким допустимим розв’язком буде, наприклад, 

вектор  1 ,..., ;n   , де   1 ,..., n   вибрано довільно з nR , а 

      
1

*

1
1

max
n

j j i j i j j
j m

i

f y f g s p f
 



 
   

 
  .   

Для всіх допустимих розв’язків  1 ,..., ;n    задачі (13), (14) 

маємо, що  

       
1 1

*

1 1
1

max max
n

i j i j j j j
j m j m

i

f g s p f f y
   



     . 

Звідки при    1 ,..., 0,...,0n    

       
1 1

2 *

1 1
1 1 2

1

max max
n n

i
j i j j j jnj m j m

i i

i
i

f g s p f f y
   

 




   




 


. 

Оскільки згідно з (10) 

  
11

1 2

1

max 0
n

i
j i jnj m

i

i
i

f g s
  




 







, 

то звідси випливає, що 

     
1

*

1
max j j j

j m
p f f y

 
   . (15) 

Отже, для будь-якого допустимого розв’язку  1 ,..., ;n    зада-

чі (13), (14) має місце співвідношення (15). 
Це  означає, що цільова функція  цієї задачі лінійного програ-

мування обмежена знизу на множині її  допустимих розв’язків. Тому 
задача лінійного програмування (13), (14) має оптимальний розв’язок 
(див., наприклад, [5, с.110]).  

Теорема 2. Якщо    1; ,..., ;k k k k k
n      є оптимальним 

розв’язком задачі (13), (14), то мають місце співвідношення 

  
 

  * max maxk k
V

s S y a s
a p y g s

 
    , (16) 
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де 
1

n
k k

i i
i

g g


  , 1, 2,...k  . 

Якщо для деякого натурального k   

 
  max maxk k

s S y a s
p y g s

 
  , 

то kg  є екстремальним елементом для величини (1) і справедлива 
рівність 

  
 

  * max maxk k
V

s S y a s
a p y g s

 
    . (17) 

Доведення. Оскільки вектор    1, ,..., ;k k k k k
n      є оптима-

льним розв’язком задачі (13)—(14), то  

    *

1

inf : ,
n

k
j j i i j j

i

f y g s p f


           
 

  

  1
1 11, 1, ,..., ; n

nj m k R          

    
1

*

1 1
1

max
n

k
j j i i j j

j m k
i

f y g s p f
    

        
  

  

     
1

*

1 1
max k

j j j j
j m k

f y g s p f
   

     

   *

1

inf : , ,
n

i i
i

f y g s p f s S


           
 

  

     * 1
1, , ,..., ; n

ny a s f domp R         (18) 

 
   

*

*

1

inf : max max max ,
n

i i
s S y a s f domp i

f y g s p f
   

            
   

  

    
 1

1
1

,..., ; inf : max max ,
n

n
n i i

s S y a s
i

R p y g s

  

             
 

  

    
  1

1 ,..., ; inf : max max ,n
n

s S y a s
R p y g s

 
          


 

    *, inf max max V
g V s S y a s

g V R p y g s a
  

      

 
  max max .k

s S y a s
p y g s

 
   

Із співвідношення (18) випливають співвідношення (16). 
Якщо для деякого натурального k  

 
  max maxk k

s S y a s
p y g s

 
  ,  
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то, враховуючи (16), робимо висновок, що kg  є екстремальним еле-
ментом для величини (1) і справедлива рівність (17). 

Теорему доведено. 

Отже, якщо для деякого натурального k  

 
  max maxk k

s S y a s
p y g s

 
  , 

то згідно з теоремою 2 kg  є екстремальним елементом для величини 

(1) і  * k
V a   . 

В цьому випадку процес відшукання величини (1) та її екстре-
мального елемента завершено. 

Розглянемо випадок, коли  

 
  max maxk k

s S y a s
p y g s

 
  . 

Тоді знаходимо точки 
1m ks S  ,  

1 1m k m ky a s   такі, що  

 
  

 
  1

1

max max max
m k

k k
m k

s S y a s y a s
p y g s p y g s


  

     1 1

k
m k m kp y g s   ,  

функціонал   1 1 1

k
m k m k m kf p y g s     та до обмежень (14) задачі 

лінійного програмування (13), (14) добавляємо обмеження  

      
1 1 1 1 1

*

1

,
n

i m k i m k m k m k m k
i

f g s f y p f    


     

де        1 1 1 1 1 1

* k k
m k m k m k m k m k m kp f f y g s p y g s         (див., на-

приклад, [3, с. 316]), знаходимо оптимальний розв’язок  1 1,k k      

 1 1 1
1 ,..., ;k k k

n      одержаної внаслідок цього нової задачі лінійно-

го програмування і т.д. 

Теорема 3. Послідовність  
1

k

k




  є неспадною, існує lim k

k
 . 

Послідовність  
1

k

k




 , де  1 ,...,k k k

n   , 1, 2,...k  , є обмеженою 

послідовністю простору nR . Для будь-якої часткової границі 

 * * *
1 ,..., n    послідовністі  

1

k

k




  елемент * *

1

n

i i
i

g g


   є екстре-

мальним елементом для величини (1). Мають місце співвідношення: 
  

 
  *lim lim max maxk k

V
k k s S y a s

a p y g s
   

     , (19) 

де 
1

n
k k

i i
i

g g


  , 1, 2,...k  . 
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Доведення. Оскільки обмеження задачі лінійного програмуван-
ня (13), (14), яка розв’язується на k -ому кроці, включається в обме-
ження задачі лінійного програмування, яка розв’язується на 1k  -му 
кроці методу, а цільові функції цих задач однакові, то для відповід-

них їх оптимальних розв’язків  1 ,..., ;k k k
n    та  1 1 1

1 ,..., ;k k k
n

      

виконується нерівність: 1k k  , 1,2,...k  . Згідно з теоремою 2 

 *k
V a   . Тому існує lim k

k
  і 

  *lim k
Vk

a


   . (20) 

Переконаємось, що послідовність  
1

k

k




  є  обмеженою послі-

довністю простору nR . Припустимо супротивне. Тоді існує її підпос-

лідовність  
1

k



  така, що lim k


   . Без обмеження загально-

сті будемо вважати, що уже lim k

k
   . Оскільки  1 ,..., ;k k k

n    є 

оптимальним розв’язком задачі (13), (14), то  

        *

1

,
n

k k
i j i j j j j

i

f g s p f f y


      11,j m , 1,2,...k  . 

Звідки 

      *
1

1

1 1 1
, 1, , 1,2,....

kn
ki

j i j j j jk k k k
i

f g s p f f y j m k



   


      (21) 

Оскільки 1 , ..., n

kk
n

Rk k
S

 
   
 
 


 

, то з послідовності 

1

1

, ...,
kk
n

k k

k





          


 

можна вибрати збіжну підпослідовність 

1

1

, ...,
kk
n

k k





          



 




 

. Нехай  / /1
1lim ,..., , ...,

kk
n

nk k

 
   
 
 



 


 

 
. 

Зрозуміло, що  / /
1 ,..., nn R

S  . 

З урахуванням зазначеного вище, обмеженості послідовності 

 
1

k

k




  (існує lim k

k
 ) з (21) одержимо, що  

  
1

/

1
1

max 0
n

i j i j
j m

i

f g s
 



  , 

що суперечить (10). 
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Отже,  
1

k

k




  є  обмеженою послідовністю простору nR . 

Нехай  * * *
1 ,..., n    її часткова границя. 

Переконаємося, що вектор * *

1

n

i i
i

g g


   є екстремальним елеме-

нтом для величини (1). Існує підпослідовність  
1

k



  послідовності 

 
1

k

k




  така, що  

   * * *
1 1lim lim ,..., ,...,k k k

n n
  

 
         . 

До обмежень задачі лінійного програмування типу (13), (14), яка  
розв’язана  на кроці k  добавляється обмеження  

      
1 1 1 1 1

*

1

,
n

i m k i m k m k m k m k
i

f g s f y p f    


       
   

де точки 
1m ks S 


,  

1 1m k m ky a s
    вибрані так, що  

 
 

  
 

  
  

1
1

1 1

max max max

,

m k

k k
m k

s S y a s y a s

k
m k m k

p y g s p y g s

p y g s

 






 


  

 

   

 
 (22) 

а   1 1 1

k
m k m k m kf p y g s    

  
,   

       1 1 1 1 1 1

* k k
m k m k m k m k m k m kp f f y g s p y g s         

     
. 

Тому уже  

       1 1

1 1 1 1 1

*

1

n
k k
i m k i m k m k m k m k

i

f g s f y p f 
    



    

    
  . (23) 

Маємо далі з урахуванням (22), (23), що 

 
       1

1 1 1 1
1

max max
n

k k
m k m k i m k i m k

s S y a s
i

p y g s f y f g s 

        

    




     
1 1 1 1 1

* *

1

n
k

m k m k m k i i m k m k
i

p f f y g s p f

        


       
 

  

      1

1 1 1 1 1

*

1

n
k

m k m k i m k i m k m k
i

f y f g s p f

        


     
 

 1

1

n
k k
i i i

i

g 



   . 

Оскільки    * *
1 1lim ,..., ,...,k k

n n
 


     , то звідси, співвідношен-

ня  (20) та неперервності відображення  
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,..., max max
n

n
n i i

s S y a s
i

R p y g s
  

 
      

 
  

по  1,..., n
n R    випливає, що  

 
  

 
 

 
 

 
  

      1

1 1 1 1 1

1
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1
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1
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n
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i i
s S y a s s S y a s
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s S y a s s S y a s
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n
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m k m k i m k i m k m k
i

k

p y g s p y g s

p y g s p y g s

f y f g s p f

 



    



    


   


    






      
 

 
      

 
 

     
 

  






 * .k

Vk
a


  

 

Отже, 

 
 

    * * *max max lim .k
V V

ks S y a s
a p y g s a

 
        

Звідси робимо висновок, що 

 
 

    * *max max lim .k
V

ks S y a s
p y g s a

 
      (24) 

Це означає, що *g  є екстремальним елементом для величини (1). 
Оскільки рівність (24) має місце для будь-якої граничної точки 

 * * *
1 ,..., n    послідовності    11

,...,k k k
nk




    , то справедлива 

рівність (19). 
Теорему доведено. 

Зауважимо, що з доведеної теореми випливає, що оцінки (16) 
можна використати для відшукання величини (1) з наперед заданою 
точністю. 

Крім того, з теореми 3 випливає, що умова   0h g  , g V , 0g  , 

є достатньою для існування екстремального елемента для величини (1). 

Висновок. Побудовано чисельний метод розв’язування задачі 
найкращої у розумінні опуклої ліпшіцевої функції рівномірної апрок-
симації неперервного компактнозначного відображення скінченно-
вимірним підпростором неперервних однозначних відображень. 
Отримано двосторонні оцінки, які дозволяють знайти величину най-
кращого наближення з наперед заданою точністю. 

Встановлено достатню умову існування екстремального елемен-
та для вищеназваної задачі. 
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КРИТЕРІЇ СИЛЬНОЇ ЄДИНОСТІ ЕКСТРЕМАЛЬНОГО 
ЕЛЕМЕНТА ДЛЯ ЗАДАЧІ НАЙКРАЩОЇ У РОЗУМІННІ  
ОПУКЛОЇ ФУНКЦІЇ РІВНОМІРНОЇ АПРОКСИМАЦІЇ 

КОМПАКТНОЗНАЧНОГО ВІДОБРАЖЕННЯ МНОЖИНАМИ 
ОДНОЗНАЧНИХ ВІДОБРАЖЕНЬ 

У статті встановлено критерії сильної єдиності екстрема-
льного елемента для задачі найкращої у розумінні опуклої фу-
нкції рівномірної апроксимації компактнозначного відобра-
ження  -множинами однозначних відображень. 

Ключові слова: компактнозначне відображення, найкра-
ща у розумінні опуклої неперервної функції рівномірна апрок-
симація, сильна єдиність екстремального елемента, критерії. 

Вступ. У статті для задачі найкращої у розумінні опуклої непере-
рвної функції рівномірної апроксимації неперервного компактнозначно-
го відображення  -множинами неперервних однозначних відображень 
встановлено деякі критерії сильної єдиності екстремального елемента, 
які узагальнюють на випадок вищеназваної задачі критерій сильної єди-
ності екстремального елемента для задачі найкращої у розумінні норми 
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