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ПРО НЕРІВНІСТІ ТИПУ ВЕНДРОФА  
ДЛЯ РОЗРИВНИХ ФУНКЦІЙ 

Розглянуто інтегро-сумарні нерівності Вендрофа. Отрима-
но нову оцінку для функції, що задовольняє нерівності типу 
Вендрофа для функцій двох незалежних змінних. 

Ключові слова: інтегро-сумарна нерівность, неперервна 
функція, невід’ємна функція, нерівність Вендрофа. 

Вступ. Поняття інтегро-сумарної нерівності було введене в ро-
боті Самойленка А. М. та Борисенка С. Д. [1] в 1985 р., для нерівнос-
тей типу 
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де ( )u t , ( )t ,  , it t , ( )k t  — неперервні невід’ємні при 0t t  функ-

ції (і = 1, 2, ...) за винятком ( )u t , що має розриви 1-го роду в точках 

kt , причому 0 10 ...,t t    lim i
i

t


  ; функція ( , , )K t s u невід’ємна 

при 0t s t  , визначена в області 0 ,t s t u k    і при фіксованих t  

і s  неспадна по u .  
Дані нерівності виникають при дослідженні систем диференціа-

льних рівнянь з імпульсним збуренням  
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Однією з перших робіт при розгляді нерівностей типу (1) є робо-
та Самойленка А. М. та Перестюка М. О. [2], де розглянуто лінійну 
інтегро-сумарну нерівність (аналог леми Гронуолла—Беллмана) для 
кусково-неперервних функцій. 

Автори праць [3-7] встановили новий тип інтегральної нерівнос-
ті Гронуолла—Оу—Янга, які вміщають функції від двох змінних[9]. 

Постановка задачі. Мета даної статті полягає у знаходженні 
оцінки функції, що задовольняє певному типу нерівностей Вендрофа 
для функцій двох незалежних змінних і узагальнює результати [9] на 
випадок розривних функцій. 

Інтегро-сумарні нерівності Вендрофа. Наведемо деякі резуль-
тати про інтегро-сумарні нерівності Вендрофа, що потрібні будуть 
нам в подальшому. 

Теорема [8]. Нехай невід’ємна функція ( , )u t x визначена в області: 

 1 1
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неперервна в D, за винятком { , }i it x  — точок скінченого стрибка: 

( 0, 0) ( 0, 0)i i i iu t x u t x     , 1, 2,...i   
і задовольняє інтегро-сумарній нерівності 
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чини 0,i   i N  , функція f  — невід’ємна, причому ( , ) 0,f     

,( , ) lpD   l p , для довільних 1, 2,...,l   1, 2,....p   
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Тоді справедливі оцінки: 
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Основний результат. Далі буде отримано оцінку функції, що 
задовольняє нерівності типу Вендрофа [8] для розривної функції та 
узагальнює результат [9]. 

Теорема. Нехай невід’ємна функція u(t, x) визначена в області 
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неперервна в D за виключенням ( , )i it x  — точок скінченного стрибка 

0 0 0 0( , ) ( , )i i i iu t x u t x    , і задовольняє інтегро-сумарній нерівності: 
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Тут 1 1( , ) ( , )i i i it x t x  , якщо 1i it t   , 1i ix x  . Тоді справедлива така 

оцінка:  
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Доведення. Доведення теореми проводимо за схемою статті [8]. 
Визначимо додатну функцію ( , )z t x : 
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де   достатньо мале позитивне число, тоді: 

( , ) ( , ).u t x z t x  
Відзначимо, що ( , )z x y  неспадна функція. 
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1 1 0 0 1( ( , )) ( ( , )) ( ) 0w z t x w z t x w c     ; 
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Розглянемо область 22D :  
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Аналогічно до першого випадку,  
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Розглянемо область ,k kD  тоді для 1, 1( , ) k kt x D    маємо: 
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Отримаємо в області 1, 1k kD    оцінку для ( , )z t x :  
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Застосувавши функцію G отримаємо: 
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що і доводить твердження. 

Висновок. Отримана у статті нова оцінка для функції задоволь-
няє нерівності типу Вендрофа для функцій двох незалежних змінних, 
що узагальнює результати [8] і [9] на випадок розривних функцій. 
Дані результати вказують на перспективу дослідження стійкості руху 
диференціальних моделей з імпульсним збуренням.  
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In this paper, we consider integro-sum inequalities of Wendroff type. 
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