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СУМІСНЕ НАБЛИЖЕННЯ КЛАСІВ  

 -ІНТЕГРАЛІВ СУМАМИ ФЕЙЄРА 

Одержано асимптотичні рівності для величини, яка харак-

теризує сумісне наближення класів  -інтегралів сумами 

Фейєра в рівномірній метриці. 

Ключові слова: сумісне наближення, суми Фейєра, класи 

 -інтегралів 

Вступ. Відомо, що метод підсумовування тригонометричних ря-
дів за допомогою середніх арифметичних частинних сум ряду є наси-

ченим, причому класом насичення є клас 1
1W . У цій роботі розгляда-

ється сумісне наближення сумами Фейєра класів  -інтегралів, які 

включаються в клас насичення, в рівномірній метриці. 
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Постановка задачі. Нехай  1 k ,  2 k  — довільні послідовнос-

ті дійсних чисел, причому тригонометричний ряд   1
1

cos
k

k kx



  

  2 sink kx  є рядом Фур’є деякої сумовної функції  x . Че-

рез L  позначимо множину функцій  f x , що є згортками елементів 

одиничної кулі простору 2 -періодичних сумовних та суттєво об-
межених функцій  x  із ядром  x , тобто 

     0 1
, 1, 1

2

a
L f f x x t t dt






  
 



         
  

 ,  

а  ;C L C 
    , при цьому  x  згідно О. І. Степанцю ([1]) на-

зивають  -похідною  f x  (    f x x  ) , а  f x  —  -інтег-

ралом  x . 

Нехай пари     1 2;k k   ,     1 2;k k    — пари до-

вільних числових послідовностей. Будемо говорити, що пара  L -пе-

редує парі  , якщо L L  . Як показано в [2], при 

     2 2
1 2 0k k k     , k N , із L -передування пар   та  ви-

пливає, що для довільної функції  f x L  існує  -похідна, причо-

му  f x L  ,     1 2;k k   , де 

 

         
 

         
 

1 1 2 2
1 2

1 2 2 1
2 2

,

,

k k k k
k

k

k k k k
k

k

   




   




  


  


 (1) 

а також  S f S f


          
.  

За величину, що характеризує сумісне наближення класів  -
інтегралів сумами Фейєра, виберемо вираз 

      ,
1

; ;sup i i

m
x

n m n n
f C i C

C f f x


 




 

 X S S  (2) 
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при умові, що існують неперервні похідні  if x , а також класи iC
 , 

де послідовності     ;i i ik k      вибрані згідно (1), включаються 

в клас насичення 1
1W , і знайдемо для величини  , ;n m nC

 SX  асимп-

тотичну поведінку при n  . 

Допоміжні твердження. 

Теорема 1. Нехай функція       1 2
1

cos sin
k

t k kt k kt 




    — 

сумовна, а послідовності  1
1

sk k ,  2
2

sk k , де 1 1s  , 2 1s  , — 

опуклі донизу і монотонно спадні до нуля, тоді для будь-якої функції 

 f x C
  справедлива асимптотична рівність 

           1
; 1nf x f x f x O n

n
  S , n  , (3) 

де   f x  — похідна першого порядку функції, спряженої до  f x , 

 1O  — величина, рівномірно обмежена по n , x , f . 

Доведення. Нехай       1 2
1 1

cos sin ;k
k k

k kx k kx A x 
 

 

    , 

тоді для  f x C
  маємо 

     0

1

1
;

2 k
k

a
f x f x t A t dt










    . Тому при n N   

         
1

1 1

1
; ; ;

n

n k k
k k

k
f x f x f x t A t A t dt

n






 

 

 
        

 
 S  

       
1

1 1
; 1 ;k k

k k n

k
f x t kA t dt f x t A t dt

n n

 
 

  

 

  

         
 

    

       1
1 1

1 cos
k n

k
f x f x t k ktdt

n n













      
 

  (4) 

   2
1

1 sin
df

k n

k
f x t k ktdt

n













     
 

  

      1 1 2 2
1

; ; ; ; ; ;f x J f x n J f x n
n

    . 
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Якщо послідовність  is
ik k  опукла донизу і спадна до нуля при 

1is  , то згідно теореми 3.6 та наслідку 3.5 із [3] 

     1 1 1; ; ; 1J f x n O n   та      2 2 2; ; ; 1J f x n O n  , де величи-

ни  1O  рівномірно обмежені по n , x , f . Оскільки 

            1 21 1 1O n O n O n    , (5) 

то, об’єднавши (4) та (5), одержимо (3).  
Теорема доведена. 

Наслідок 1. Якщо      1 1 1k k k     ,      2 2 2 ,k k k      

де послідовності i  , i  1,2i   задовольняють умови теореми 1, то 

для будь-якої функції  f x C
  справедлива асимптотична рівність 

(3) при n  . 

Теорема 2. Якщо для пар додатних послідовностей    

    1 2;k k  ,     1 2;k k    числові ряди 
   

 2
1

i j

k

k k

k

 








 , 

, 1,2i j  , є збіжні, то пара L -передують парі  . 

Доведення. Нехай послідовності  1 k  та  2 k  вибрані згідно 

співвідношення (1), тоді числовий ряд 

     1 2
1k

k k 




  (6) 

в силу умов теореми буде збіжним. Оскільки ряд (6) мажорує три-

гонометричний ряд     1 2
1

cos sin
k

k kx k kx 




 , то даний триго-

нометричний ряд є рівномірно збіжним на всій осі, тому є рядом 

Фур’є деякої сумовної функції. Згідно теореми 2 ([2]) пара  L  — 

передує парі  . 

Теорема доведена. 

Наслідок 2. Якщо числові ряди 
   

 2
1

ij i js

k

k k
k

k

 








  

 1, , 1,2ijs i j   збіжні, то пара  L -передує парі  . 
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Доведення. Якщо при 1s   ряд 
1

s
k

k

k 



 збіжний, то ряд 

1
k

k





  — 

абсолютно збіжний. Отже, ряди 
   

 2
1

i j

k

k k

k

 








  , 1, 2i j   збіжні. 

Аналогічно до доведення попередньої теореми одержимо, що триго-

нометричний ряд     1 2
1

cos sin
k

k kx k kx 



 , де  1 k  та  2 k  

задовольняють співвідношення (1), — є рядом Фур’є сумовної функ-
ції. Отже, згідно [2] пара  L -передує парі  .  

Об’єднаємо всі доведені твердження і одержимо такий висновок. 

Теорема 3. Нехай послідовності  i k ,  i k  1,2i   при де-

яких числах 1ijs   утворюють спадні до нуля і опуклі донизу послі-

довності 
   
 2

ijs
i jk k k

k

 




. Тоді для будь-якої функції  f x C

  іс-

нує похідна  f x  і при n   справедлива рівність 

           1
; 1nf x f x f x O n

n

  
    

 
S , (7) 

де в парі   послідовності  1 k  та  2 k  вибрані згідно (1), 

     2 2
1 2n n n    ,  1O  — величина, рівномірно обмежена по 

n , x , f . 

Основний результат. Знайдемо асимптотичну поведінку при 
n   величини (2). 

Теорема 4. Нехай у парах     ;i i ik k    ,     1 2;k k    

послідовності 
   

 2

ijs
i j

i

k k k

k

 



  
, 

   
 2

ijs
i j

i

k k k

k

 



  
  1, ; 1, 2i m j   

при деяких 1ijs  , 1ijs   опуклі донизу і спадні до нуля. Тоді при 

n   справедлива рівність 

         ,
1 1 1

1
; 1

m m m

n m n i i i
i i i

C C t S t C dt O n
n












  

     SX , 
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де    
1

cosi i
k

C t k k kt




  ,    
1

sini i
k

S t k k kt




  , 

         
 

1 2
2

i i
i

i

k k k k
k

k

   




 
  ,          

 
2 1

2
i i

i

i

k k k k
k

k

   




 
  , 

       2 2 2
i i ik k k     ,        2 2

i i in n n     ,  

C  — стала найкращого наближення в метриці L  підінтегральної 
функції,  1O  — величина, рівномірно обмежена по n , а послідов-

ності  i k  та  i k  такі, що  ik k , та  ik k  чи  ik k , 1,i m , 

чотири рази монотонні послідовності. 

Доведення. Оскільки    
11 1

max
i

m m

i i i
i iC C

h x h x



 

  , то згід-

но (2) 

       ,
1 1

; max sup ;i i

i

m

n m n i n
f C i C

C f x f x


 







  

 S SX . (8) 

Класи функцій C
  інваріантні відносно зсуву по аргументу, то-

му норму в метриці C  у виразі (8) можна замінити на абсолютну ве-
личину лінійної комбінації в довільній точці, зокрема в нулі, тобто 

      ,
1 1

; max sup 0 ;0i i

i

m

n m n i n
f C i

C f f


 







  

 S SX . 

Застосуємо до i -похідних функції  f x C
  теорему 3 і 

отримаємо 

            
1 1 1

1
0 ;0 0 1i i i

m m m

i n i i
i i i

f f f O n
n

    
  


     S  

          
1 1 1

1
cos sin 1

m m

i i i i
i k i

f t k k kt k kt dt O n
n






   




  

      . 

Нехай    
1

cosi i
k

k k kt C t




  ,    
1

sini i
k

k k kt S t




  , тоді 

            ,
1 1 1

1
; max sup 1

i

m m

n m n i i i i
f C i i

C f t C t S t dt O n
n


 




 





   

   SX . 

Оскільки 1f   , то 
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             
1 1

sup inf
m m

i i i i i i
c Rf C i i

f t C t S t dt C t S t c dt


 


 

  


   

      ,  

де  c  — стала найкращого наближення в інтегральній метриці функ-

ції     
1

m

i i i
i

C t S t


 , тому 

            ,
1 1 1

1
; max 1

i

m m

n m n i i i i
i i

C C t S t c dt O n
n







  


  

    X S .(9) 

Оскільки послідовності  ik k ,  ik k  чотири рази монотонні 

і нескінченно малі, то (див [4, гл. V]) функції  iC t  на  0;  спадні, а 

функції  iS t  невід’ємні на  0; . В роботі [5] показано, що макси-

мум в (9) реалізується на 1i
  , 1,i m . Теорема доведена. 

Якщо в теоремі 4 вибрати    1 cos
2

k k
  ,  2 k   

 sin
2

k
 ,    cos

2
i

i ik k
 

   ,    sin
2
i

i ik k
 

   , причому 

 
 

is

i

k k

k




 при деяких 1is   опуклі донизу, спадні до нуля послідовно-

сті, чотири рази монотонні, то при умові    0;1 2;3i   , 1,i m , 

або ж    1;2 3;4i   , 1,i m , де 
2i i
     mod 2 , одержимо 

результати роботи [5]. 

Якщо ж вибрати    
1

ln
r

k e
k

k



 ,  2

1
r

k
k

  ,    i ik k     

1
irk

 , причому 1ir r  , то тоді будуть виконуватися всі умови тео-

реми 4, що свідчить про те, що множина послідовностей, які цю тео-
ремо задовольняють, непорожня, але цей випадок не охоплюється 
роботою [5]. 

Позначимо         
1

m

i i i
i

M C t S t c dt




  


   , тоді при 

виконанні умов лише теореми 3 справедлива така рівність 

     ,
1 1

1
; max 1

i

m

n m n i
i

C M O
n




 


 

  X S , n  . 
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Цікаво було б дослідити аналог виразу (2) в інтегральній метри-
ці і знайти його асимптотичну поведінку. 
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