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ЗБІЖНІСТЬ ДИСКРЕТНОЇ ПРОЦЕДУРИ СТОХАСТИЧНОЇ 
ОПТИМІЗАЦІЇ В СХЕМІ ДИФУЗІЙНОЇ АПРОКСИМАЦІЇ 

Встановлено достатні умови збіжності динамічної системи 
в марковському середовищі в схемі дифузійної апроксимації 
при умові експоненційної стійкості усередненого дифузійного 
процесу. Отримано оцінки залишкових членів розв'язку про-
блеми сингулярного збурення через властивості функції Ляпу-
нова для усереднених систем. 

Ключові слова: стохастична оптимізація, марковський 
процес, дифузійна апроксимація. 

Вступ. Асимптотичний аналіз стохастичних систем розвиваєть-
ся загалом у двох напрямках: аналіз стохастичних систем в схемі се-
рій (усереднення та дифузійна апроксимація) та дослідження систем 
на зростаючих інтервалах часу (проблема стійкості). 

Проблема першого типу приводить до теорії усереднення, ство-
реної Боголюбовим Н. Н. [1] та розвиненої Митропольським Ю. А. та 
Самойленком А. М. [2], Гіхманом І. І. [3; 4], Скороходом А. В. [5] та 
багатьма іншими. 
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Проблема другого типу приводить до теорії стійкості, відкритої 
Ляпуновим А. М. [6] для детермінованих систем, а також розвиненої 
Кушнером Г. Дж. [7], Красовським Н. Н. та Кацом Дж. Я. [8], Хась-
мінським Р. З. [9; 10], Скороходом А. В. [11], Царковим Є. Ф. [12; 13], 
Королюком В. С. [14—16] та іншими для стохастичних систем. 

Насправді, можна розглядати узагальнену проблему стійкості, 
досліджуючи стохастичні системи на зростаючих інтервалах часу за 
умов усереднення чи дифузійної апроксимації (див., наприклад [17—
18, 21—22]). 

Проблема стійкості вихідної стохастичної системи розглядається 
за умови стійкості усередненої системи. 

Задача такого типу була вперше поставлена Боголюбовим Н. Н. для 
детерміністичних еволюційних систем. Успішні результати були отри-
мані Самойленком А. М. [2]. Задача стійкості стохастичних систем за 
умов дифузійної апроксимації досліджувалася Бланкеншіпом Дж. Л. та 
Папаніколау Г. К. [19], а також Царковим Є. Ф. [12; 13] для систем із 
запізненнями. Узагальнена проблема стійкості динамічних систем зі 
швидкими марковськими перемиканнями була розвинута у працях Ко-
ролюка В. С. [14—17]. Це дало можливість отримати достатні умови 
збіжності неперервної процедури стохастичної оптимізації [20] з мар-
ковськими перемиканнями [21—22]. Природно, що для достатньо малих 
значень параметра серій  , стійкість усередненої системи забезпечує 
стійкість вихідної системи. Основний підхід полягає у використанні збу-
реної функції Ляпунова при знаходженні розв’язку проблеми сингуляр-
ного збурення для зведено-оборотного оператора. 

Важливим також є те, що будь-який розв’язок проблеми сингу-
лярного збурення можна використати при дослідженні узагальненої 
задачі збіжності в схемі усереднення, подвійного усереднення та ди-
фузійної апроксимації. 

1. Постановка задачі. Розглянемо деяку функцію регресії 

 ; , ,dC u x u R x X  , яка задовольняє умові існування глобального 

розв'язку супроводжуючих систем [14; 15] 

 
      , , ,x

x

du t
a t C u t x x X

dt
   (1) 

в припущенні єдиної точки екстремуму *u  а її збурення має предста-
влення: 

      1
0, , , ,bC u x C u x C u x      (2) 

де 

    0 0, , , 1, .iC u C u i d     
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Псевдоґрадієнт b  визначається співвідношенням 

  
   

 
, ,

, , 1, ,
2

i i

b

C u C u
C u i d

b t

    
      
 

 (3) 

   , 0,...,1,0,...,0 ,i i i iu u b t e e     

де  b t  — деяка нормуюча послідовність (див. далі). 

Також припускається виконання умови балансу для збурюючої 
функції регресії: 

    0 , 0, 1,i
X

dx C u x i d    (4) 

де  B  — стаціонарний розподіл вкладеного ланцюга Маркова 

(ВЛМ) , 0, Xnx n B  . 

Стрибкова процедура стохастичної оптимізації (ПСО) з марков-
ськими перемиканнями в схемі серій задається співвідношенням 

 
1

0

, 0k k k
k

a C u x  




 
  

 
  [22]: 

      
 2/ 1

2

0

, , 0 ,
v t

k k k
k

u t u a C u x u u


    



     (5) 

де du R , a  ( ) max : nv t n t   — рахуючий процес моментів від-

новлення , 0n n   ВЛМ   , 0n nx x n  у рівномірно ергодичний 

марковський процес  x t  у вимірному просторі  ,X X  з генерато-

ром Q  та потенціалом 0R  [16, Підрозділ 1.6]. 

В ПСО (5) нормуюча послідовність na  визначається значеннями 

керуючої функції   , 0a t t  : 

   , 0.n na a n   

В процедуру (5) вкладена дискретна процедура nu . 

 2
1 , ;n n n n nu u a C u x        

     2, , / 0.n n n n n nu u x x n             (6) 

Усереднена ПСО в умовах балансу (4) визначається стохастич-
ним диференціальним рівнянням: 

           2 ,du t a t C u t dt a t d t    (7) 
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де 

          d t b u t dt u t d t    , (8) 

є дифузійним процесом з коефіцієнтом зсуву   b u t  та коваріацій-

ною матрицею     ,u t t   — вінерівський процес [23, т. 2, гл. III 

§8 г], а усереднена функція регресії задається виразом: 

      ,
X

C u q dx C u x  , (9) 

  – градієнт по змінній u :    , ,uf u grad f u    . 

Коефіцієнти збурюючого дифузійного процесу ( )t : зсув ( )b u  

та коваріаційна матриця ( )B u  ( ( ) *( ) ( )u u B u   ) задаються наступ-
ним чином: 

      , ,
X

b u q dx b u x   (10) 

      , ,
X

B u q dx B u x   (11) 

де 

                0 0 0 0, , , , ,b u x V u q x C u x R q x C u x C u x V u     (12) 

                2
0 0 0 0, , 2 , , ,B u x V u q x C u x R q x C u x C u x V u    (13) 

Збіжність ПСО (5) розглядається в умовах експоненційної стій-
кості розв'язку ( )u t  усередненої системи 

   ( )du t
C u t

dt
  . (14) 

2. Умови збіжності ПСО. Для функцій 0( , ), ( , )C u x C u x  введе-
мо мажоранти: 

  0( ) max ( , ) ( , ) ,
x X

C u C u x C u x


   

а також рекурентні співвідношення: 

0 ( ) ( ) ( );w u C u V u   

1( ) ( ) ( ).i iw u C u w u   
Перейдемо до формулювання умов збіжності ПСО (5) до точки 

рівноваги усередненої еволюційної системи (14). 

Теорема. Нехай існує функція Ляпунова 3( ) ( )dV u C R  усеред-
неної системи (14) така, що 

С1: забезпечує експоненційну стійкість усередненої системи (14) 

0( ) ( ) ( )C u V u k V u    ; 
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1( ) (1 ( ))V u k V u   ; 

C2: та мають місце оцінки 

2( ) (1 ( )); 0, 2i iw u k V u i   ; 

C3: функції ( )a t , ( )b t  монотонно спадні, додатні та задоволь-
няють умови: 

2

0 0 0

( ) , ( ) , ( ) ( )
t t t

a t a t a t b t
  

  
        ; 

С4: а також ( )bC u  задовольняє глобальну умову Ліпшиця: 

5max ( ) ( ) ( )
d b

u R
C u C u k b t


   ; 

0, 0, 5ik i  . 

Тоді для довільного початкового значення (0)u  при кожному до-

датному 0   ( 0  — достатньо мале) ПСО (5) збігається з ймовірніс-
тю 1 до єдиної точки екстремуму усередненої еволюційної системи (14): 

 lim ( ) * 1
t

P u t u


  . 

Перш, ніж перейти до доведення теореми, розглянемо двоком-
понентний МП 
 2( ), ( / )tu t x x t   . (15) 

Лема 1. Генератор двокомпонентного марковського процесу 
(15) на банаховому просторі ( ,X), dB X X R  дійснозначних функ-

цій 3( , ) ( )du C R    має асимптотичне представлення 

 
 

2 1
1 21

2 2
22

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ), 0, 1

t

t

L u x Q u x a t Q x u x a t Q x u x

a t Q x u x a t G x u x





     

    

    

  
 (16) 

де 
 1 0 0( ) ( , ) ( , ) ( , )Q x u x C u x Q u x   , (17) 

 21 0( ) ( , ) ( , ) ( , )bQ x u x C u x Q u x    , (18) 

 2 2
22 0 0

1
( ) ( , ) ( , ) ( , )

2
Q x u x C u x Q u x   , (19) 

 1 2 3( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )tG x u x G x a t G x G x u x        , (20) 

 2
1 0 0( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )bG x u x C u x C u x Q u x    , (21) 

 3 3
2 0 0

1
( ) ( , ) ( , ) ( , )

6
G x u x C u x Q u x   , (22) 

  2 2
3 0

1
( ) ( , ) ( , ) ( , )

2 bG x u x C u x Q u x    , (23) 
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 0 ( , ) ( ) ( , )Q x q x x   P , (24) 

 P ( , ) ( , ) ( , )
X

x P x dy y    , (25) 

а залишковий член ( ) ( , )tG x u x   обмежений. 

Доведення. Проведемо доведення леми у три етапи. 
Етап І (Вигляд генератора). Генератор tL  двокомпонентного 

МП (15) визначається співвідношенням [20, Глава 3. §5] 

     1

0

( , )

lim , ( ) , ( ) ( , )

tL u x

u t x t u t u x t x u x



   



 





          
 

 (26) 

Обчислимо умовне математичне очікування: 

 
    

     2 2
,

, ( ) , ( )

( ), ( ) .u x x x

u t x t u t u x t x

u t x t I I

   

 



     

        
 

           
 

 (27) 

Беручи до уваги те, що  2 2 2( ) ( )xI q x O         , а 

 2 2 21 ( ) ( )xI q x O          , для (27) маємо 

   
 

2
, ,

2 2

( ), ( ) ( ), ( ) ( )

( , ) 1 ( ) ( ).

u x u xu t x t u t x t q x

u x q x O

     

 





            

    
 (28) 

Враховуючи, що    2 ( ) ,u t u a t C u x      та розклад (28), 

генератор (26) можна розписати так: 
 

   
 

 

2 2 2
,

2 2

2 2 2

, ( ) ( ) ( , ), ( ) ( , )

( ) ( , ) ( ) ( , ), ( , )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ), ( , ) .

t u x

X

X

L u x q x u a t C u x y q x u x

q x P x dy u a t C u x y u x

Q u x q x P x dy u a t C u x y u y

 





     

   

     

 



 

    

    
 

    
 





 

Остаточно: 
 2 2( , ) ( , ) ( ) ( , )t tL u x Q u x C x u x        , (29) 

 2( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ), ( , )t
X

C x u x q x P x dy u a t C u x y u y       
  . (30) 

Етап ІІ (Вигляд генератора на дійснозначних функціях 

 3( , ) du C R   ). Використовуючи гладкість функцій ( , )u x  та ви-
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гляд збуреної функції регресії (2), підінтеґральну функцію з (30) роз-
кладемо в ряд Тейлора: 

   
   

 

2 2
0

2
0 0

24 2 2

( ) ( , ), ( ) ( , ) ( ) ( , ),

( ) ( , ), ( ) ( , ) ( ) ( , ),

1
( ) ( , ) ( , ).

2

b

b

b

u a t C u x y u a t C u x a t C u x y

u a t C u x y a t C u x u a t C u x y

a t C u x u y

    

    

  

     

      

  

(31) 

Для першого доданку в (31) маємо 

 0 0

2 2 2 2 3 3 3 3
0 0

( ) ( , ), ( , ) ( ) ( , ) ( , )

1 1
( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ).

2 6

u a t C u x y u y a t C u x u y

a t C u x u y a t C u x u y

    

    

    

   
 

Тепер розклад (31) матиме вигляд: 

 

 

 
 

2
0

2 2 2 2 3 3 3 3
0 0

2 2
0

24 2 2

( ) ( , ), ( , ) ( ) ( , ) ( , )

1 1
( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )

2 6

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )

1
( ) ( , ) ( , ).

2

b

b

u a t C u x y u y a t C u x u y

a t C u x u y a t C u x u y

a t C u x u y a t C u x u y

a t C u x u y

    

    

    

  

    

    

     

  

 (32) 

Підставимо (32) в (30): 

 

 

 

 

0

2 2 2 2
0

3 3 3 3
0

2

24 2 2

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )P ( , )

1
( ) ( , ) ( )P ( , )

2
1

( ) ( , ) ( )P ( , )
6

( ) ( , ) ( )P ( , )

1
( ) ( , ) ( )P ( , ) .

2

t

b

b

C x u x a t C u x q x u x

a t C u x q x u x

a t C u x q x u x

a t C u x q x u x

a t C u x q x u x

   

 

  

 

  

  

    

    

   

    

 (33) 

Використовуючи розклад (33), генератор (29) запишемо у вигляді: 

 

 

2 1
0 0

2 2 2 3 3 3
0 0 0 0

2 2
0 0 0

22 2 2
0

, ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

1 1
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

2 6

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )

1
( ) ( , ) ( ) ( ,

2

t

b b

b

L u x Q u x a t C u x Q x u x

a t C u x Q x u x a t C u x Q x u x

a t C u x Q x u x a t C u x C u x Q x u x

a t C u x Q x u

    

   

   

  

    

    

      

   ),x
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або в позначеннях (17)—(25) маємо (16). 

Зауваження. У випадку, коли ( )u  , представлення (17)—

(19) матимуть вигляд: 
 1 0( ) ( ) ( ) ( , ) ( )Q x u q x C u x u   , (34) 

 21( ) ( ) ( ) ( , ) ( )bQ x u q x C u x u    , (35) 

 2 2
22 0

1
( ) ( ) ( ) ( , ) ( )

2
Q x u q x C u x u   . (36) 

Етап III (Обмеженість залишкового члена). Обмеженість зали-

шкового члена ( ) ( , )tG x u x   в (16) випливає з представлень (20)—

(23), умови С2 теореми 1 і гладкості функцій ( , )u x : 

  ( ) ( , ) 1 ( , ) , 0tG x u x k u x k     , (37) 

тобто 

 2 ( ) ( ) ( , ) 0, 0ta t G x u x    . 

Розв'яжемо проблему сингулярного збурення (ПСЗ) для опера-

тора tL  на збуреній функції Ляпунова 

 2
1 2( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )V u x V u a t V u x a t V u x     , (38) 

де ( )V u  — функція Ляпунова для усередненої системи (14). 

Лема 2. Генератор tL  на збуреній функції Ляпунова ( , )V u x  

такій, що 4( ) ( )dV u C R , має асимптотичне представлення 

       2 2
0( , ) ( ) ( ) ( ) ( )t b tL V u x a t C u V u a t L V u a t H x V u       , (39) 

де 

          0
1

2
L V u b u V u B u V u  , (40) 

а залишковий член    tH x V u обмежений. 

Доведення. Проведемо доведення леми у два етапи. 

Етап І. Розв'яжемо ПСЗ тільки для зрізаного до tL  оператора, а 

саме: 

            2 1 2
0 1 21 22tL Q a t Q x a t Q x a t Q x       ,  (41) 

оскільки залишковий член в (16) не впливає на розв'язок ПСЗ (див. 
[14, Глава 3.1] або [16]). 

Розклад оператора 0tL  на функціях  ,V u x має вигляд 

             2 1
0 1 1, ,tL V u x QV u a t QV u x a t Q x V u            
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            2
21 22a t Q x V u a t Q x V u    (42) 

               2 2
1 1 2 0, , ,ta t Q x V u x a t QV u x a t x V u    

       
               

1 2

21 22 1 21 22 2

,

, ,

to x V u Q x V u x

Q x a t Q x V u x Q x a t Q x V u x





 

         
 (43) 

Умови розв'язності (див. наприклад, [14, Підрозділ 3.1 або 15]) 
розкладу (42) мають наступний вигляд: 
   0QV u  , (44) 

      1 1,QV u x Q x V u , (45) 

 
             

         

2
21 22

2
1 1 2, , .

tL V u a t Q x V u a t Q x V u

a t Q x V u x a t QV u x

  

 
 (46) 

Оскільки  V u  належить простору QN  нулів оператора Q , то 

умова (44) виконується. Враховуючи умову балансу (4) та представ-
лення (34), подіємо потенціалом 0R  на обидві частини рівняння (45): 

     0 1 0 1,R QV u x R Q x V u  . 

Через те, що 0R Q I   , а також  1 , 0V u x  , отримуємо ро-

зв'язок рівняння (45) для  1 ,V u x : 

        1 0 0, ,V u x R q x C u x V u  .  (47) 

Перепишемо (46): 
          2 , t ta t QV u x L x V u L V u  ,  (48) 

де 

 
         

           

2
1 1

2
21 22

,

.

tL x V u a t Q x V u x

a t Q x V u a t Q x V u

 

 
 (49) 

Подіємо на обидві частини рівняння (48) потенціалом 0R : 

        2 0
1

, tV u x R L x V u
a t

  , (50) 

    t t tL x L x L  . (51) 

Для обчислення першого доданку      2
1 1 ,a t Q x V u x в (49) ви-

користаємо (17) та (47): 

                  2 2
1 1 0 0 0, , P ,a t Q x V u x a t C u x q x R q x C u x V u     . 

Оскільки    0 0Pq x R q x R I   , останню рівність можна 

переписати: 
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2

1 1

2
0 0 0

,

, ,

a t Q x V u x

a t C u x q x R I q x C u x V u



      
. 

Згідно з умовою балансу (4) остаточно маємо: 

 

     
            

        

2
1 1

2
0 0 0

0 0

,

, ,

, , .

a t Q x V u x

a t C u x q x R q x C u x V u

q x C u x C u x V u



   
   

 (52) 

Обчислимо тепер другий доданок в (49), враховуючи (35): 
              21 ,ba t Q x V u a t q x C u x V u   . (53) 

Аналогічно, враховуючи (36), обчислимо третій доданок: 

              2 2 2 2
22 0

1
,

2
a t Q x V u a t q x C u x V u  . (54) 

Підставимо тепер (52)—(54) в (49): 

                  2
0,t bL x V u a t q x C u x V u a t L x V u    , (55) 

де 

 

   

             

0

2 2
0 0 0 0

1
, , ,

2

L x V u

C u x q x R q x C u x q x C u x V u



     

 (56) 

Усереднення оператора  tL x  по стаціонарному розподілу 

 dx  (див. теорему про усереднення в [14] або [18]) дає наступний 

вигляд генератора (  t tL L x   ): 

                2
0,t bL V u a t q x C u x V u a t L x V u       . (57) 

Обчислимо перший доданок в правій частині (57), беручи до 
уваги (9): 

     
         

,

,

b

b b
X

q x C u x V u

q dx C u x V u C u V u

   

      . 

А тепер знайдемо другий доданок та представимо його у формі: 

             
       

         

             

0 0 0 0

0 0

2
0 0 0

2 2
0

, ,

, ,

, ,

1 1
, ,

2 2

L x V u C u x q x R q x C u x V u

q x C u x C u x V u

C u x q x R q x C u x V u

q x C u x V u b u V u B u V u
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де  b u  та  B u  мають представлення (10), (11) в позначеннях (12), (13). 

З останніх двох рівнянь для (57) матимемо: 
            2

0t bL V u a t C u V u a t L V u    , (58) 

де  0L V u  має представлення (40). 

Тепер можна використати (58) для знаходження розв'язку 
 2 ,V u x  в рівнянні (50). Перед цим знайдемо центрований генератор 

 tL x , використовуючи (55), (56) та (58): 

                 
         
           

2
0

2
0

2
0

,

, ,

t b

b

b

L x V u a t q x C u x V u a t L x V u

a t C u V u a t L V u

a t C u x V u a t L x V u

    

    

  



 
 

де 

            , ,b b bC u x V u q x C u x C u V u     , 

        0 0 0L x V u L x L V u  . 

Остаточно  2 ,V u x  з (50) визначається співвідношенням: 

          2 0 0, ,bV u x R C u x a t L x V u    
  . (59) 

Зауваження. Як видно з представлень (47) та (59), збурення фу-
нкції Ляпунова  V u  виражаються через її першу та другу похідні. 

Тепер, маючи  1 ,V u x  та  2 ,V u x , проведемо аналіз залишково-

го члена (43). 
Перший доданок з (43) знаходиться за допомогою (17) та (59): 

        1 2 1,Q x V u x x V u , (60) 

               1 0 0 0 0, ,bx V u C u x Q x R C u x a t L x V u      
  . 

Далі, другий доданок з (43) знаходиться за допомогою (18), (19) 
та (47): 

                21 22 1 2 3,Q x a t Q x V u x x a t x V u          , (61) 

             2
2 0 0 0, ,bx V u C u x Q x R q x C u x V u    , 

             2 3
3 0 0 0 0

1
, ,

2
x V u C u x Q x R q x C u x V u   . 

Аналогічно визначається третій доданок: 

                21 22 2 4 5,Q x a t Q x V u x x a t x V u            , (62) 

                4 0 0 0, ,b bx V u C u x Q x R C u x a t L x V u       , 
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                2
5 0 0 0 0

1
, ,

2 bx V u C u x Q x R C u x a t L x V u      . (63) 

Приймаючи до уваги (60)—(62), залишковий член в (43) запи-
шемо так: 

        0t tx V u H x V u   , (64) 

де 

   
                 1 2 3 4 5 .

tH x V u

x x a t x x a t x V u



     



      
 (65) 

Остаточно з (41), (46), (58) та (64) маємо асимптотичне предста-
влення зрізаного оператора: 

                 2 2
0 0, .t b tL V u x a t C u V u a t L V u a t H x V u        (66) 

Етап II. 
З гладкості функцій  ,C u x ,  V u , умови С2 теореми 1, обме-

женості операторів 0R  і 0Q , а також представлень залишкових членів 
(20) та (65) отримуємо обмеження останнього доданку в (66). Тому 

для залишкового члена    tH x V u  маємо оцінку: 

       1 , 0,tH x V u k V u k x X     , (67) 

тобто 

     2 , 0, 0ta t H x u x    , 

що й доводить лему. 

Доведення теореми 1 проведемо в декілька етапів. Спочатку 
встановимо ключову нерівність. 

Лема 3. Генератор tL  на збуреній функції Ляпунова (38) в умо-
вах теореми 1 допускає оцінку 

           , 1tL V u x g t V u t V u     , (68) 

де 
   0, 0,t g t    

   
0 0

,
t t

t g t
 

 
     . 

Доведення. Використовуючи умову С1 теореми 1 експоненцій-
ної стійкості системи (14), оцінки С2 (там же) для доданків в опера-
торі (40) та залишкового члена    tH x V u  (67), монотонність та 

обмеженість функцій  a t ,  b t  (умова С3), а також умову Ліпшиця 

(умова С4), маємо: 
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2

2
0 0 0 0 0

2 2
0 0 0 0

2
0 1 2 3 4

,

, , , ,

1
, , ,

2

1

1 , 0, 0, 4.

t b t

i

L V u x a t C u V u a t H x V u

a t C u x q x R q x C u x C u x q x C u x V u

C u x q x R q x C u x q x C u x V u

k k a t b t k a t k V u k a t V u

g t V u t V u k i

  





    

     
     

  

     

    

 

По-друге, дамо оцінку збуреній функції Ляпунова. Для цього вико-
ристаємо явний вигляд збурень (47), (59), а також умову С2 теореми 1: 

           0 1 1 0 11 , 1c V u c V u V u x c V u c V u       . 

Остаточно маємо: 

               0 1 , 1a t V u V u V u x a t V u V u           ,(69) 

для всіх 0  1. 
По-третє, процес 

  , , 0n n nV V u x n     , 

є невід’ємним супермартингалом (схема доведення аналогічна дове-
денню леми 2 в роботі [24]. 

Оскільки виконані умови модельної граничної теореми Королю-
ка [15, Підрозділ 3.2, с. 51] та теореми Невельсона—Хасьмінського 
[20, Глава 2, теорема 7.1], має місце слабка збіжність процесів 

( ) ( ), 0.u t u t    
Використання вищезгаданої теореми Невельсона—Хасьмінсько-

го, оцінок (68) та (69), а також леми 2 (див. [24]) завершує доведення 
теореми. 

Висновки. Встановлено достатні умови збіжності дискретної 
процедури стохастичної оптимізації в схемі дифузійної апроксимації 
в марковському середовищі через властивості функції Ляпунова для 
усереднених систем. Доведено, що при їх виконанні для довільного 
початкового значення (0)u  описана процедура стохастичної оптимі-

зації збігається з ймовірністю 1 до єдиної точки екстремуму *u  усе-
редненої еволюційної системи. 

Отримано оцінки залишкових членів розв'язку проблеми сингу-
лярного збурення через функції Ляпунова ( )V u  для усереднених сис-

                                                           

1 Легко перевірити, що 
 

 
 0

1

1

V u

a t V u






. 
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тем. Ці оцінки випливають з умов гладкості функцій регресії та функ-
ції Ляпунова ( )V u . 

Отримані результати використовуються для подальших досліджень 
асимптотичної нормальності стрибкової процедури стохастичної опти-
мізації, а також поведінки системи на зростаючих інтервалах часу. 
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