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МЕТОДИ ВНУТРІШНЬОЇ ТОЧКИ  
В ОПТИМІЗАЦІЇ НЕЛІНІЙНИХ КЕРОВАНИХ ПРОЦЕСІВ 

У статті побудовано числові методи оптимізації керованих 
процесів, які описуються системами алгебраїчних, диферен-
ціальних та інтегро-диференціальних рівнянь з частинними 
похідними. 

Ключові слова: оптимізаційні крайові задачі, методи оп-
тимізації, ньютонівські методи внутрішньої точки у функці-
ональному просторі. 

Вступ. Новітні математично-комп’ютерні технології наукових до-
сліджень збагатилися потужними методами і алгоритмами системного 
аналізу та оптимізації складних взаємопов’язаних реальних процесів і 
систем в умовах неповних знань і неповних даних. Досягнуто подаль-
ших удосконалень математично-комп’ютерних алгоритмів оптимізації 
різнорідних систем і процесів в умовах неповних даних із використан-
ням методів системного аналізу [1—4], градієнтних методів [2—4], 
методів недиференційовної оптимізації [5—7], методів стохастичних 
градієнтів [7], прискорених ньютонівських методів внутрішньої точки 
[8—10] та методів розв’язуючих і асимптотично-розв’язуючих опера-
торів, орієнтованих зокрема і для оптимізації великомасштабних ієрар-
хічно-керованих граф-операторних моделей та стратегій керування в 
умовах неповних даних і неповних знань [11—17]. У цій статті дослі-
джуються можливості використання швидкозбіжних методів внутріш-
ньої точки для розв’язування узагальнених оптимізаційних крайових 
задач у нескінченновимірних функціональних просторах, де важливе 
для методів внутрішньої точки поняття логарифмічної бар'єрної функ-
ції втрачає зміст [18], проте поняття центральної траєкторії та число-
вий метод внутрішньої точки вдалося реалізувати у функціональному 
просторі нескінченої розмірності завдяки використанню адаптивної 
багаторівневої апроксимації елементів нескінченновимірних функціо-
нальних просторів скінченновимірними багатосітковими наближення-
ми з адаптивним вибором кроків вздовж центральної траєкторії [19—
23]. Сформульовані узагальнені нескінченновимірні оптимізаційні 
крайові задачі описуються керованими граф-операторними системами 
із підсистемами алгебро-інтегро-диференціальних рівнянь та нерівнос-
тей. До таких оптимізаційних задач зводяться прикладні задачі опти-
мального керування різнорідними взаємодіючими техніко-технологіч-
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ними процесами із зосередженими та розподіленими параметрами. 
Труднощі практичного розв’язання узагальнених оптимізаційних задач 
можуть бути пов’язані як із відсутністю розв’язку у заданій множині 
допустимих керувань так і з неповнотою даних та надмірною складніс-
тю моделей взаємодіючих підсистем.  

Узагальнені розв’язки оптимізаційних крайових задач 

Відомо, що у випадку неопуклої множини 

    , , | , , ,  f x t v v f x u t u    

оптимального керування 0: [ , ] ru t T R  , яке мінімізує функціонал 

0

( ) ( ( ), )
T

t

J x h x t t dt   на множині допустимих траєкторій 0: [ , ] nx t T R  

керованої системи  

0( ) ( ( ), ( ), ),   [ , ]x t f x t u t t t t T  , 0
0( ) nx t X R   

може не існувати навіть у випадку обмеженої замкнутої множини   
та обмежених ліпшицевих похідних від функцій : nh R R R  , 

: n r nf R R R R   . Для таких задач у роботі [11] побудовано уза-

гальнений оптимальний розв’язок як мінімізатор 0x  функціоналу 

0

( ) ( ( ), )
T

t

J x h x t t dt  на замкнутій множині  

  0
0 0| ( ) ( ), , ,  [ , ],  ( )coX x x t f x t t t t T x t X    , 

де через  , ,cof x t  позначено замкнуту опуклу оболонку множини 

 , ,f x t . Важливою особливістю такого узагальненого розв’язку 
0x  є існування для кожного 0   такого керування 0: [ , ] ru t T R   і 

початкового значення 0
0( ) ,x t X   для яких розв’язок x  задачі Коші  

   0( ) ( ), , ,   [ , ]x t f x t u t t t t T     

задовольняє нерівність 0

[0, ]
max ( ) ( )

t T
x t x t 


  . З огляду на, це послі-

довність  
1

k

k
u




, lim 0k

k



 , називаємо узагальненим оптимальним 

керуванням.  
Аналогічно будується узагальнений оптимальний розв’язок для 

наступної більш загальної задачі оптимального керування процесом 
із зосередженими параметрами.  
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Задача 1. Знайти керування 0: [ , ] ru t T R , моменти часу 

0 ,  t T  та початкові і кінцеві значення 0( ),  ( )x t x T , які на траєкторіях 

0: [ , ] nx t T R  керованої системи  

    0( ) ( ), , ,  [ , ]x t f x t u t t t t T   (1) 

мінімізують функціонал 0 0( , , )F x t T  при обмеженнях  

 0( , , ) 0iF x t T  , 1,i m , (2) 

   
0

0 0 0( , , ) ( ), , , ( ), ( ) 0
T

i i i
t

F x t T h x t t dt g t T x t x T  ,  

визначених заданими функціями : n nf R R R  , 

: n
ih R R R  , : ,  0,n n

ig R R R R R i m     . 

Узагальнений розв'язок задачі 1 будується як функція x  із мно-

жини   0| ( ) ( ), , ,  [ , ]coX x x t f x t t t t T   , яка мінімізує значення 

0 0( , , )F x t T  при обмеженнях 0( , , ) 0iF x t T  , 1,i m .  

Узагальнена оптимізаційна задача для керованого процесу із зо-
середженими параметрами сформульована у роботі [14] як наступна 
задача 2.  

Задача 2. Знайти на заданій допустимій множині   оптимальні 
значення 0( , ( ))u x t  , які мінімізують функціонал 

 0

0

0 1
0

2

( , ) ( ( ), ( ), , ( ( ), ( ), ( ), ,

( ( ), ( ), ( ), , ( ), ( ), ( ), ) ) )

T

t

T

t

J x u B x t x T u B x t x t u t t

B x s x s u s s x t x t u t t ds dt







 
 (3) 

на розв’язку x  крайової задачі  

  

0
0

1
0

( , , )

( , , ) ( ( ), , ( ), ( ), ( ), ,

( ), ( ), , ( ), ( ), ) 0, [ , ], 
D t u x

f t x u f x t u x t x t u t t

f x s u s s x t u t t ds t t T 


 (4) 

 0

0

0 1
0

2

( , ) ( ( ), ( ), , ( ( ), ( ), ( ), ,

( ( ), ( ), ( ), , ( ), ( ), ( ), ) ) ) 0.

T

t

T

t

F x u F x t x T u F x t x t u t t

F x s x s u s s x t x t u t t ds dt 







 
 (5) 
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Відповідна узагальнена крайова задача для процесу із розподіле-
ними параметрами формулюється у роботі [16] як наступна задача 3.  

Задача 3. Знайти розв’язок : nx D R , : ru D R , snD R R   
системи інтегро-диференціальних рівнянь 

 
( , , , ) ( , , ( , ), ( , ), ( , , , )) 0,

( , ) ( , ), 1, ,

k
ijfk k

ij ij

i
j ij

f t s x u f t s x t s u t s F x u t s

t s D x u k k



 


 (6) 

та нерівностей 

 
( , , , ) ( , , ( , ), ( , ), ( , , , )) 0,

( , ) ( , ), 1, ,

l
ijgl l

ij ij

i
j ij

g t s x u g t s x t s u t s F x u t s

t s D x u l l



 


  (7) 

який мінімізує заданий функціонал  
0

0( , ) ( , , ( , ), ( , ), ( , , , ))
D

J x u t s x t s u t s F x u t s dsdt , 

де k
ijf  і k

ijg  — задані функції, ( , )i
jD x u D  — задані j -параметричні 

підмножини, 1, 1j m  , 0 1( , ) { ( , ), ( , )} iqi i i
q q qD x u t x u s x u D   — задані 

дискретні підмножини, 1, ji i , а 
k

ijfF , 
k
ijgF  і 0F  — задані композиції 

операторів  

1( , , , , ) ( , )F x t s x t s
t s

 

  


 
 , 

операторів  

2 1( , , , , )F F x t s   1 1 1 1
1( ( , ( , ), ( , ), , ),F x t t x t s s x t     

2 2 2 2
1( , ( , ), ( , ), , ),F x t t x t s s x t    …, 

1( , ( , ), ( , ), , ))n n n nF x t t x t s s x t       , 

визначених за заданими дискретними множинами  

 
1

( , ) ( , ), ( , ), , ,
ni i i i

i
t s t t s s t s   


   

та операторів 

3 1
( , , , )

( , , , , , ) ( , , ( , ), ( , , , , )) ,
t s x u

F x u t s t s u t s F x t s d d       


  


   

визначених за заданими множинами ( , , , ) snt s x u R R    та заданими 

ядрами  .  

Задачі 1—3 є частинними випадками більш загальної задачі оп-
тимізації ієрархічно-керованої граф-операторної системами, до якої 
оптимізаційні задачі 1—3 можуть входити складовими підсистемами. 
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Серед методів розв’язування задач оптимального керування виділя-
ються непрямі методи, які базуються на використанні необхідних чи 
достатніх умов оптимальності, та прямі методи, які ґрунтуються на 
використанні дискретних апроксимацій шуканих функцій з метою 
приведенням узагальненої оптимізаційної задачі до задачі лінійного 
чи нелінійного програмування.  

Необхідні умови оптимальності для узагальненої задачі 1 сфор-
мульовані в наступній теоремі узагальненого принципу максимуму.  

Теорема 1. Якщо 0 0 0 0
0( , , , )x u t T  є оптимальним розв’язком за-

дачі 1, функції : n nf R R R  , : n
ih R R R  , 0,i m  та їх 

похідні по x  є неперервними, а функції : ,n n
ig R R R R R     

 0,i m  є неперервно диференційованими по всіх аргументах і існує 

нетривіальний розв’язок 0 ( )t , 0
0 0  , 0

i , 0,i m  системи  

 
0

0 0 0 0 0

0

( )
( ) ( ( ), ( ), ) ( ( ), ( ), )

m

x i ix
i

d t
t f x t u t t h x t u t t

dt

  


    , (8) 

 
0

0 0 0 0 0
0 ( ) 0 0

0

( ) ( , , ( ), ( ))
m

i x t
i

t g t T x t x T 


  , (9)  

 0 0 0 0 0
( ) 0 0

0

( ) ( , , ( ), ( ))
m

i x T
i

T g t T x t x T 


  , (10)  

то для кожного моменту часу 0[ , ]t t T  значення оптимального керу-

вання 0 ( )u t  задачі 1 є розв’язком оптимізаційної задачі  

  0 0 0 0 0

0

( ) arg max , ( , , ) ( , , )
m

i i
u i

u t f x u t h x u t 
 

    
  

 . (11) 

Обчислення керування 0u  як розв’язку оптимізаційної задачі 
(11) при обмеженнях (1), (2), (8), (9) і (10) здійснюється за ітерацій-
ним алгоритмом [4]: 

(1) вибрати довільні початкові числа 0 0i  , 0t , T , i , 0,i m  та 

довільні вектори x , nx R  і обчислити розв’язок ( )x t , ( )t , 

0[ , ]t t T  узагальненої задачі Коші для системи 

  ( )
( ), ,

dx t
f x t u t t

dt
 ,  

   
0

( )
( ) ( ), ( ), ( ), ( ),

m

x i ix
i

d t
t f x t u t t h x t u t t

dt

  


    , 
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0

( ) arg max , ( , , ) ( , , )
m

i i
u i

u t f x u t h x u t 
 

 
  

 


 

за початковими даними 0( )x t x ,  0 0
0

0

( ) , , ,
m

i x
i

t g t T x x 


  . 

(2) (основний цикл) з використанням ітераційних методів мінімізації 
функціоналу нев’язки  

 
2

20 0
0 0

0

, , , , , ( ) ( , , , ) ( )
m

i x
i

F t T x x T g t T x x x T x   


    

обчислити значення  0
0 , , , , ,t T x x   , які із вибраною точністю 

0   задовольняють нерівності  

2|| ( ) || ,x T x     
2

0
0

0

( ) , , , ,
m

i x
i

T g t T x x  


   

 0 0 0 0
0 0 1,  , ,..., 0mt T       ,  0 1 , ,..., m    . 

Практичний вибір конкретних алгоритмів реалізації непрямих 

методів для обчислення мінімізатора  0
0 , , , , ,t T x x    визначається 

властивостями заданих функцій f , h , g  та заданої допустимої 
множини   [4]. 

Труднощі практичної реалізації непрямих методів для розв’язува-
ння узагальненої задачі 2 пов’язані із складністю необхідних умов опти-
мальності для загального випадку. Ефективні для багатьох конкретних 
випадків непрямі методи розв’язування узагальненої задачі 2 побудовані 
за допомогою методів розв’язуючих операторів  0, ( )B u x t  та асимпто-

тично-розв’язуючих операторів 0( , ( ))B u x t  для функціоналу (3) при об-
меженнях (4), (5), для яких справедливі твердження 1, 2.  

Твердження 1. Оптимальний розв’язок * *
0( , ( ))u x t  задачі 2 є мі-

німізатором розв’язуючого оператора 0( , ( ))B u x t  на допустимій мно-
жині  ,  

 
0

* *
0 0

( , ( ))
( , ( )) arg min ( , ( ))

u x t
u x t B u x t


  . (12) 

Твердження 2. Якщо 0( , ( ))u x t  є оптимальним розв’язком зада-

чі 2, то 0( , ( ))u x t  є мінімізатором асимптотично-розв’язуючого опе-

ратора 0( , ( ))B u x t  на допустимій множині  ,  

 
0

0 0
( , ( ))

( , ( )) arg min ( , ( ))
u x t

u x t B u x t


 . (13) 
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Розв’язуючий оператор побудований для широких класів ліній-
ний систем [13]. Для нелінійних систем (4), (5) у роботі [14] побудо-
вано асимптотично-розв’язуючий оператор  

0

0 1 0( , ( )) ( , ) ( , ) ( , , ) ( ) *( ) ( , , ) ,
T

t

B u x t J w u F w u M u x t t f t w u dt        (14) 

де   і ( ),  t 0[ , ]t t T  є розв’язком спряженої до (4), (5) гамільтоно-

вої системи  

0 1 0 0
1 2 1

*( , , ) *( , , )

1 0 1 0 0
7 1 7 3

*( , , )

*( , ) ( ) *( , , ) *( , ) ( ) *( , )

*( , ) *( , ) *( , , ) *( , ) *( , ) ( )

D t u x D t u x

D
D t u x

A f t t dt A f t s A f s s ds A f t

A f t A f t A f t s A f t ds A f t t

 



  


   



 





 



  
0

0 0

0

1 0 2 1 0 1 0
2 1 6 5 3 1 3

2 1 2 1 0
5 5 1 5 3

2 1 0 0 1
2 5 3 3 2

*( , ) *( ) *( , , ) *( , ) *( ) *( , ) *( )

*( , , ) *( , ) / *( , , ) *( , ) *( )

*( , , ) *( , ) *( ) ( ) ( , )

T

t

T T

t t

T

t

A F t A F A B t s A F t A F ds A F t A F

d A F t s A F t dt ds A F t s A F s A F ds

A F t s A F s A F ds A B A B t

   

  

  



 



 

0 0

0 0

0 0 2 1 1 0 2
3 5 6 3 1 3 5

0 1 2 0 1 2
3 5 1 3 5 2

( ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , , )

( ) ( , ) ( , , ) ( ) ( , ) ( , , ) 0,

T T

t t

T T

t t

A B A B t A B t s ds A B t A B t A B A B t s ds

A B A B s A B s t ds A B A B s A B s t ds

   

  

 

 
 

із узагальненими крайовими умовами 

 

 

0

0 0

0

0 0 0 1 0
3 2 2 1 3

2 1 2 1 0
5 5 1 5 3

1 2 0 1 2
5 5 3 5 1

* ( , ) ( ) * ( , ) ( ) * ( ) * ( , ) * ( )

* ( , , ) * ( , ) * ( , , ) * ( , ) * ( )

* ( , ) * ( , , ) ( ) ( , ) ( , , ) 0,

T

t

T T

t t

T

t

A f T T A f t T dt A F A F T A F

A F T s A F T ds A F s T A F s A F ds

A F T A F T s A B A B s A B T s ds

 



   

   

  



 





 


0

0 0 1 1 1
1 1 5 1 0 5 0 5 0( , , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , , )

T

t

M u A B A B A B t A B t A B t s      
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0 1 2 0 1 0
3 5 1 0 1 1 0 3( ) ( , ) ( , , ) *( ) *( , ) *( )A B A B s A B t s ds A F A F t A F     

  
0

0

2 2 1 0
5 0 1 0 5 3

2 0
1 3 0 0

*( , , ) *( , , ) *( , ) *( )

*( , ) ( ) *( , ) ( ),

T

t

T

t

A F t s A F t s A F s A F ds

A f t t dt A f t t



 

  

 




 

а через ( , )kA f   позначено похідну Фреше від функції f  по її змінній 

на k -му місці, через ( )DA f  — похідну Фреше по змінній z  від функції 

( , , )

( )
D t u z

f t dt  і через *( , , )D t u z  — спряжену до ( , , )D t u z  область,  

0 0

1 1

( , , ) *( , , )

( , ) ( , ) .
T T

t D t u z D t u z t

f s t dsdt f t s dtds     

Асимптотично-розв’язуючий оператор 0( , ( ))B u x t  побудований за 

умов існування ліпшицевих похідних ( , )kA f  , ( )DA f , ліпшицевої за-

лежності розв’язку x  нелінійної системи (4), (5) від шуканих 0( , ( ))u x t  

та ліпшицевої в деякому околі || || ,x   ||| ||u   залежності: 

 mes ( , , ) ( , , ) /D t u x D t u u x x   

   / ( , , ) ( , , ) max || ||,|| || .D t u x D t u u x x L u x        

Очевидно, що при наявності асимптотично-розв’язуючого операто-
ра 0( , ( ))B u x t  відшукання екстремального розв’язку узагальненої опти-

мізаційної задачі 2 зводиться до розв’язування суттєво простішої оптимі-
заційної задачі (13). З огляду на можливості апроксимації задачі 3 зада-
чею 2, задачу 3 також можемо розв’язувати прямим методом із побудо-
вою відповідного асимптотично-розв’язуючого оператора та подальшого 
розв’язання відповідної спрощеної задачі (12). Для цього в циліндричній 

області 0[ , ]D D t T 


 задачі 3 вибирається адекватна дискретна мно-

жина вузлових точок  
1

knk

k
s


, у кожному k-му вузлі похідні від x  та u по 

просторовій змінній s у час t заміняємо їх дискретними апроксимаціями 

через значення ( ) ( , )j
jx t x t s  у сусідніх j-их вузлах і систему із частин-

ними похідними (6), (7) заміняємо системою диференціальних рівнянь 
виду (4), (5) для процесу із зосередженими параметрами 

1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))
knx t x t x t x t  у всіх вузлах 1.. kk n .  
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Проте практична реалізація такого прямого методу розв’язува-
ння задачі 3 може суттєво ускладнюватися через структурну склад-
ність асимптотично-розв’язуючого оператора 0( , ( ))B u x t . У велико-
масштабних прикладних задачах такі узагальнені процеси із зосере-
дженими та розподіленими параметрами є підсистемами керованої 
граф-операторної системи, де вся наявна, можливо різнорідна, інфо-
рмація про причинно-наслідкові залежності у взаємодії k-го вузла 
граф-операторної системи із іншими вузлами (підсистемами) опису-
ється набором s-их підсистем загального виду 

( , , ) 0, ( , ) , 1, , 1,ks ks ks ks ks ks ks ks kA x z u z x u Z s N k N      

із частинними функціями : ,
ksks ks ks ks AA X Z U W  

 
де ks ksx X  — 

стан ks -ої підсистеми, ks ksu U  — керування ks -ою підсистемою, а 

ks ksz Z  — зв’язок ks -ї підсистеми із іншими підсистемами.  
Складена із усіх підсистем граф-операторна модель  

  1( , ) ( , ), , ( , ) 0,
kNA x u A x u A x u    1( , , ),

kNx x x   (15) 

 1 1 1( , , ), ( , , ), ( , , ),
ks k ksk k kN N k k kNx x x u u u u u u       

 1 1 1 1( , ) ( , ( , ), ), , ( , ( , ), ) ,
k k k ks s s s s N s N s N s N sA x u A x x u u A x x u u     

разом із «підсистемою спостереження» ( , )v C x u  називається B -

адекватною на множині V U , якщо система ( , ) 0,A x u   ( , )C x u v  

визначає значення ( , )w B x u  з точністю  , тобто для всіх u U , 

v V  виконується нерівність || ( , ) ||w B x u   , де x  — будь-яка із 
реально можливих траєкторій модельованої системи в умовах керу-
вання u  та спостереження ( , )v C x u .  

Очевидно, що для B -адекватної на множині V U  граф-
операторної моделі ( , ) 0A x u   із підсистемою спостереження 

( , )C x u v  існує функція F , яка за умов ( , )C x u v задовольняє нерів-

ність max max || ( , ) ( , ) ||
u U v V

F v u B x u 
 

  . Існування такої функції F  забезпе-

чується існуванням розв’язуючого оператора  : A C BP W W W    , 

який для частинних функцій : ( ) ,AA X U W   : ( ) BB X U W   та 

: ( ) CC X U W   за мірою : 2 RBW   задовольняє на допустимій 

множині M X U   нерівність  

( )
max ( , , ) ,

Mx P u
d u M 


    ( ) | ( , ) ,MP u x X x u M 

 

  ( , , ) { | ( , ) , ( , ), ( , ) , ( , ) } .d u M w w B x u u A x u C x u x u M    
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У випадку існування на множині M  розв’язуючого оператора  , 
граф-операторна модель є B -адекватною на множні M , ( , )F v u   

 ,0,u v   і оптимальне керування *( ) ( ) ,u v v U   яке на допусти-

мій множині ( )v  мінімізує функціонал ( , )B x u  за даними спостере-

жень ( , )C x u v , обчислюється як мінімізатор *

( )
( ) arg min ( , )

u v
u v F v u


 . 

 
Умови існування розв’язуючого оператора отримані у роботі [15]. 

Для лінійного по x  функціонала  

1
1

( , ) ( , ) ( )
N

i i N
i

B x u c x f u


  

та лінійної по x  граф-операторної системи, де k -та підсистема, 

1,k N , описується в гільбертових просторах ,  k kX U  лінійним по x  
операторним рівнянням  

, , 1 1 ,1 1... ( ) 0,  1, 2,..., ,k k k k k k k kA x A x A x f u k N        

розв’язуючий оператор ( )B u  будується за розв’язком ( , )y A c   

1 1( , ,..., )N Ny y y  системи 

*
, 0,  , 1, ...,1

N

k j k k
j k

c A y k N N


    , 

у вигляді 1
1

( ) ( , ( )) ( )
N

i i n
i

B u y f u f u


   і оптимальне керування *u , яке 

максимізує функціонал ( , )B x u , обчислюється як мінімізатор функціо-

налу ( )B u  на допустимій множині .  Тому для частинного випадку 

1 2 ...      , ( ) ( )i i if u f u , 1
1

( ) ( ),i i
i

f u f u





   i iu D  оп-

тимальним керуванням i -ю підсистемою, 1,i N , є мінімізатор (12) 
* arg max ( ( , ), ( ) ( ) .

i i

i i i i
u D

u y A c f u f u


    

Проте, у випадку нелінійних рівнянь та нерівностей (1), (2) і/або 
нелінійного функціоналу ( , )B x u  побудова розв’язуючого оператора 

B  може виявитися надто трудомісткою і в таких випадках для 
розв’язування узагальненої оптимізаційної задачі використовуємо 
прямі методи. Таким прямим методом для випадку опуклої оптиміза-
ційної задачі є наступний метод узагальнених градієнтів. За допомо-
гою множин ( )r  тих функцій ( , )x u , які при  k k

ij ijh f  для всіх 

0, 1j m  , 1, ji i  задовольняють нерівностям 
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( , , , ) ,  ( , , , )k k
ij r ij rf t s x u h t s x u   , ( , ) ( , )i

jt s D x u , 1, ijk k , 

( , , , ) ,l
ij rg t s x u   ( , ) ( , )i

jt s D x u , 1, ijl l ,  

визначаємо узагальнений розв’язок оптимізаційної задачі як підпос-

лідовність послідовності   1
( , ) ( )r r rr
x u 


 , для якої виконуються 

нерівності 
( , ) ( )

( , ) inf ( , )
r

r r r
x u

B x u B x u





   на деякій монотонно спад-

ній послідовності r  , де 
 
є мінімальним числом, для якого 

при всіх    множина ( )  є тілесною. 
Побудова узагальненого розв’язку чисельними методами здійс-

нюється за допомогою обчислення такої послідовності функцій 

( ( , ), ( , ))r rx t s u t s  у вкладених множинах ( ) ( ) 1x xn r n rX X  , ( )un rU   
( ) 1un rU   параметричних функцій  

( ) ( )
( ) ( )( ( , ), ( , )) ( ( , , ), ( , , )) x u

x u

n r n r
r r n r r n r rx t s u t s x p t s u q t s X U 

 
визначених параметрами ( )xn r

rp R  і ( )un r
rq R , що для будь-якого 

значення    знайдеться число r  таке, що виконаються нерівності 

( ) ( )
( , ) ( , )

max ( , , ( , , ), ( , , ))
i x u
j

k
ij n r r n r r

t s D x u
f t s x p u q 


     , 1, ,ijk k  

( ) ( )
( , ) ( , )
 max ( , , ( , , ), ( , , ))

i x u
j

k
ij n r k n r k

t s D x u
h t s x p u q 


     , 1, ijk k , 

( ) ( )
( , ) ( , )

max ( , , ( , , ), ( , , )) ,
i x u
j

l
ij n r k n r k

t s D x u
g t s x p u q 


      1, ijl l , 

( ) ( )
( , ) ( )

( ( , , ), ( , , )) inf ( , )
x un r k n r k

x u
B x p u q B x u





      . 

Для випадку опуклої оптимізаційної задачі побудовано алгоритм 
обчислення узагальненого розв'язку за ітераційними формулами [16] 

1 / || ||r r r r rp p h v v   , 1 / || ||r r r r rq q h w w   , 

(( , ) ( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( ) ( )

( , , ( , , ), ( , , )), якщо

( , , ( , , ), ( , , )) ,

( , , ( , , ), ( , , )), якщо

( , )

  

                           

  

                  

x u

x u

x u

k
p q ij n r r n r r

k
ij n r r n r r

k
p q ij n r r n r r

r r

f t s x p u q

f t s x p u q z

h t s x p u q

v w

    

    

    

 ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( ) ( )

( , , ( , , ), ( , , )) ,

( , , ( , , ), ( , , )), якщо

( , , ( , , ), ( , , )) ,

( ( , , ),

        

  

                          

x u

x u

x u

x u

k
ij n r r n r r

k
p q ij n r r n r r

k
ij n r r n r r

p q n r r n r

h t s x p u q z

g t s x p u q

g t s x p u q z

B x p u

    

    

    

   ( , , )), якщо 0,         rq z
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( ) ( )
( , ) ( , )0, 1 1, 1,

max{ max max max max ( , , ( , , ), ( , , )),
i x u
jj ij

k
ij n r r n r r

t s D x uj m i i k k
z f t s x p u q

   
      

( ) ( )
( , ) ( , )0, 1 1, 1,

max max max max ( , , ( , , ), ( , , )),
i x u
jj ij

k
ij n r r n r r

t s D x uj m i i k k
h t s x p u q

   
     

( ) ( )
( , ) ( , )0, 1 1, 1,

max max max max ( , , ( , , ), ( , , ))},
i x u
jj ij

k
ij n r r n r r

t s D x uj m i i k k
g t s x p u q

   
     

Доведено, що в умовах існування таких послідовностей вкладених 

множин rX , rU , 1,r    параметричних функцій ( , , )rx p    та ( , , )ru q    

із параметрами rp R  і rq R , що для кожного 0   існує число r  

таке, що множина параметрів p  і q , які задовольняють нерівностям 

( , ) ( , )
max ( , , ( , , ), ( , , ))

i
j

k
ij r r

t s D x u
f t s x p u q 


     , 1, ijk k , 

( , ) ( , )
max ( , , ( , , ), ( , , ))

i
j

k
ij r r

t s D x u
h t s x p u q 


     , 1, ijk k , 

( , ) ( , )
max ( , , ( , , ), ( , , ))

i
j

k
ij r r

t s D x u
g t s x p u q 


     , 1, ijl l , 

( , ) ( )
( ( , , ), ( , , )) inf ( , )r r

x u
B x p u q B x u





      , 

містить відкриту тілесну підмножину, то узагальнений оптимальний 
розв’язок задачі 3 міститься в послідовності ( ){ ( , , ),

xn r rx p    

( ) 2( , , )}
un r r ru q 

  , обчисленій за умов lim 0r
r

h


 , lim ( )x
r

n r


  , 

lim ( )u
r

n r


  , 
1

r
r

h



  , 0rh  . 

Прискорення збіжності ітераційного алгоритму досягається з вико-
ристанням ньютонівських методів продовження центральної траєкторії.  

Ньютонівські методи продовження центральної траєкторії. 
Позначимо через x сукупність усіх змінних керованої граф-
операторної системи. Будемо вважати x елементом банахового прос-
тору X. Сукупність усіх рівнянь граф-операторної системи зобразимо 
функціональним рівнянням c(x) = 0, де : cс X Z  — задане відобра-

ження банахового простору X  у банахів простір cZ , а сукупність 
усіх нерівностей граф-операторної системи представимо функціона-
льною нерівністю g(x) ≥ 0, : gg X Z , вважаючи, що упорядкування 

за нерівностями в банаховому просторі Zg задано випуклим замкне-
ним конусом К. За заданим функціоналом ( )J x , :J X R , задачу 
відшукання оптимального розв’язку x* граф-операторної системи 
сформулюємо як оптимізаційну задачу  
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 * arg min ( ) | ( ) 0, ( ) 0.
x

x J x c x g x    (A16)  

Вимога залишатися у допустимій множині  1 : : ( ) 0M x g x   

може бути забезпечена мінімізацією штрафної функції 

( ) : ( ) ( ( ))i
i

J x J x B g x    при обмеженнях ( ) 0c x  . Дійсно, за пев-

них припущень мінімізатор 
2

( ) arg min ( )
x M

x J x


   для штрафної функції 

( )J x  на допустимій множині  2 : : ( ) 0M x c x   при ( ) logB    

збігається при 0   до оптимального розв’язку 
* arg min ( ) | ( ) 0, ( ) 0.

x
x J x c x g x    

Отже, при виборі множників Лагранжа :
( )i

ig x

   необхідні 

умови оптимальності мали би вигляд  

( ) ( ) ( ) 0,T TJ x c x g x       ( ) 0,c x   ( ) .g x    
Наступні узагальнені теореми 2, 3 про необхідні і достатні умо-

ви оптимальності розв’язку загальної задачі (A16) сформульовані у 
роботі [22] із використанням функції Лагранжа ( , , ) ( )L x J x     

, ( ) , ( )c x g x  
 
і умови , ( ) 0.g x   Для випадку поточкових 

обмежень ( ( )) 0,g x t 
 0[ , ]t t T  в узагальненій задачі оптимального 

керування умова , ( ) 0g x 
 
визначає жорстке поточкове взаємодо-

повнення ( ) ( ( )) 0t g x t  , ( ) 0t  , ( ( )) 0g x t 
 
для всіх 0[ , ]t t T .

 
Теорема 2 (необхідні умови). Якщо х є регулярним розв’язком 

задачі (A16), тобто 0  int(g(х) + g'(х) X – K), то існують множники 
Лагранжа λ  Zc* і   Zg*,  ≥ 0, для яких х є розв’язком системи 
 ( , , ) 0,x L x     (A17) 
 c(x) = 0, (A18) 
 , ( ) 0g x  . (A19) 

Теорема 3 (достатні умови). Якщо J, c та g визначені і двічі не-
перевно диференційовні по Фреше на деякому просторі Хр  X, і іс-
нують такі  > 0 і β > 0, що для всіх h  ker c'(x) з g'(x)h  K + 
+ span{g(х)} виконуються нерівності  

22 ( , , ) , ,x p
L x h h h   

 

, ( ) ,
p

g x h h  
 

то в умовах теореми 1 у просторі Xр існує окіл U точки х, у якому х є 
єдиним локальним розв’язком задачі (A16).  
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У методі внутрішньої точки замість жорсткої умови (A19) вико-
ристовується ослаблена умова , ( ) 0g x    подібна до викорис-

тання множників Лагранжа :
( )i

ig x

  . У задачі оптимального керу-

вання це еквівалентно поточковій рівності ( ) ( ( ))t g x t 
 
із додатнім 

параметром 0  . І замість обчислення розв’язку системи (A17)—

(A19), обчислюємо розв’язок ( ) ( ( ), ( ), ( ), ( ))v x w        прості-

шої системи (A20)—(A23) із параметром 0    

 ( , , ) 0,x L x      (A20)

 

 ( ) 0,c x   (A21)

 

 ( ) 0,w g x   (A22)

 

 ( , ; ) 0,w     (A23) 
та функцією Фішера—Бурмайстера 

2 2( , ; ) 2a b a b a b      , 0.   

і далі знаходимо розв’язок x* задачі (A16) за методом продовження по 

параметру як границю *

0
lim ( )x x





 . Реалізацію алгоритму продов-

ження по параметру здійснюємо за швидкозбіжною ньютонівською 
процедурою ітераційного уточнення  

( , ) ( , )k k kF v v F v     , 1 ,k k kv v v    

де ( , ) ( ( , , ), ( ), ( ), ( , ; ))T
xF v L x c x w g x w        , 

( , )F v   = 

2 ( , , ) ( ) * ( ) 0

( ) 0 0 0
.

( ) 0 0 1

0 0 ( , ; ) ( , ; )

x

w

L x c x g x

c x

g x

w w

 

    

     
 

 
 
 

   

 

У роботі [23] для загальної задачі оптимального керування дос-
ліджуються умови існування розв’язку ( )v 

 
параметричної системи 

( , ) 0F v   , який називають центральною траєкторією і також дослі-

джуються умови збіжності *( )x x   при 0   з урахуванням того, 
що практична реалізація методу Ньютона супроводжується внутріш-

німи похибками kr , які призводять до похибки :
( , )

k

k k

r

F v



  в об-

численій поправці kv . Отримана нерівність 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

32 

 1( )k
kF v   1(1 ) ( ) ( )

1 2
k k k kk

k
k

F v v F v v
   


 
    

 
 

теоретично обґрунтовує адекватність використання методу Ньютона для 

побудови числового алгоритму прискореної збіжності *

0
( )x x







 
при 

наявності похибок kr . У роботі [23] обґрунтовується використання ме-
тоду внутрішньої точки для відшукання оптимального розв’язку 

( ) ( ( ), ( ), ( ), ( ))v x w        

Параметричної оптимізаційної задачі: 
1

0

( ) ( ( )) ,J x f x t dt   

( ) ( ( ), ( (0), (1))),T
rc x c x c y y  

( )( ) ( ( )) ( ( ( )), ( ( ))),T T
u yg x t g x t g u t g y t

 де вектор-функції керування u та стану y мають розмірності nu та ny і на-

лежать відповідно просторам un
pL

 
та  1 yn

pW , множники Лагранжа λ і
 
 

мають розмірності rn n   
та u yn n

 
і належать просторам 

| rn n
p pL R    та  1 ,

y
u

nn
p p pE L W 

 
c: 2u yn n nR R 

  , cr:
2 .y r

n nR R  

Доведено, що у випадку двічі неперервно диференційовних по своїх ар-
гументах ліпшицевих відображень f, c, cr, та g, відображення F  є непе-
рервно диференційованим, його похідна F' задовольняє умову Ліпшиця 

1( ; ) ( ; )
V Z V

F v F v L v v  
  




     

і має при 0 
 
рівномірно обмежену обернену [F']-1. На цій основі до-

водиться існування центрального шляху v()  D  (0, 0] за умов існу-
вання для деякого значення 0 > 0 розв’язку v0 рівняння F(v0, 0) = 0 . Для 
доведення рівномірної обмеженості F'(v (); )-1 при  → 0 використову-
ється розщеплення обмежень нерівностей на активні і неактивні і далі 
активні обмеження долучаються до обмежень рівностей, а неактивні 

обмеження відкидаються. Якщо із системи ( ; ) ( , , , )TF v v z s r q      

вилучити поправки w  та c
p , то для отриманої системи 

1

( )* ( )*

( )

p

pp w p p

H c g x

c

g 
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1

1

( )*( ) ( )

( ) )

c c c c c
p p p w p p

w p p p

z g q r

s

q r

 







    
 
 
 

    

  

існує обернений оператор, обмежений незалежно від . Оскільки 

оператори 1( )w p  , p , 1( )c
p

 , і c
w p  є обмеженими рівно-

мірно на  > 0, то існує єдиний розв’язок 2x X 
 
, 2  , і 

pW  , який задовольняє нерівностям 

2

*
* **2

2 22

* **2 2
22

1

1

( )*( ) ( )

( )* ( )

( )* ,

c c c c c
p p p w p pX

c c c c
p p p w pW W WW

c c
p pW ZWW

x const z g q r

const z g q

const z const g r const





 

 







      

         
  

          

 

2 22

,p ZW
const  


     

із не залежними від  константами. Отже, [F'(v(), )]-1 є обмеженим 
незалежно від  і з урахуванням  

1

2
2 2

1
( , ; )

2
w

w
   

 


  

 
  

і 

   0 0 0
T

F v        

отримано нерівність 

   
2

2

1
( ); ( ( ))

V V
v F v F v        

 
2

2 2

1
1 2( ); ( ( ))

ZZ V
F v F v const   




    

із якої випливає, що центральний шлях є рівномірно неперервним і може 
бути неперервно розширеним до шуканого граничного значення v(0) за 
методом продовження центрального шляху v() по параметру 0.    

Збіжність ньютонівського методу продовження по параметру із 
внутрішніми похибками 

( ) ( ) ,k k k kF v v F v r     1k k kv v v    
забезпечується отриманими в [23] нерівностями 
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 1
( ) 1 ( ) 1

2 k k

k k k kk
v k

v v
F v v F v v


    

       ,  

1

1( ) ( ) ,
k k

k k

v v
F v F v



    

1
1( ) (1 ) ( ) ( ) .

1 2 k k
k

k k k k k kk
k

v vv k

F v v F v v F v v
    





 
     

 
 

Якщо значення ( , , )B x u q  заданого критерію оптимальності B  
залежить від деякого векторного чи функціонального параметра q, 
значення якого є невідомою детермінованою величиною із заданої 
допустимої множини Q, то оптимізаційну задачу відшукання оптима-
льного значення u називають задачею оптимізації в умовах неповних 
даних, а якщо невідоме значення q є відомою випадковою величиною 
із деякого заданого ймовірнісного простору ( , , )q F P , то задачу від-
шукання оптимального керування u називають задачею оптимізації в 
умовах ризику. Розв’язування задач оптимізації в умовах неповних 
даних та в умовах ризику суттєво ускладнюється при наявності під-
систем граф-операторної моделі із неповними даними та випадкови-
ми величинами, де причинно-наслідкові залежності у взаємодії k-го 
вузла граф-операторної системи із іншими вузлами (підсистемами) 
описується набором s-их підсистем  

( , , , ) 0, ( , , ) , 1, , 1,ks ks ks ks ks ks ks ks ks kA x z u q z x u q Z s N k N      

із частинними функціями : ,
ksks ks ks ks ks AA X Z U Q W   

 
які зале-

жать також і від невідомих чи випадкових величин ks ksq Q .  
Складену із таких підсистем граф-операторну модель  

 1( , , ) ( , , ), , ( , , ) 0,
kNA x u q A x u q A x u q    1( , , ),

kNx x x   

1 1 1( , , ), ( , , ), ( , , ),
ks k ksk k kN N k k kNx x x u u u u u u     

 
1 1( , , ), ( , , ),

k ksN k k kNq q q q q q   
 

1 1 1 1 1( , , ) ( ( , ( , , ), , ),s s s s s sA x u q A x x u q u q    

, ( , ( , , ), , ))
k k k k kN s N s N s N s N sA x x u q u q  

разом із «підсистемою спостереження» ( , , )v C x u q  називаємо, від-
повідно, або керованою системою із неповними даними, або стохас-
тичною керованою системою. У випадку існування розв’язку 

( , )x x u q  граф-операторної системи із неповними даними оптима-
льним гарантованим керуванням називаємо керування. 

Висновки. Із використанням градієнтних та ньютонівських ме-
тодів внутрішньої точки, побудовано числові алгоритми для 
розв’язування узагальнених оптимізаційних задач, які описуються 



Серія: Фізико-математичні науки. Випуск 7 

35 

керованими граф-операторними системами із підсистемами алгебро-
інтегро-диференціальних рівнянь та нерівностей. 

Список використаних джерел: 

1. Згуровский М. З. Системный анализ (проблемы, методология, приложения) / 
М. З. Згуровский, Н. Д. Панкратова. — К. : Наук. думка, 2005. — 743 с. 

2. Сергиенко И. В. Системный анализ многокомпонентных распределенных 
систем / И. В. Сергиенко, В. С. Дейнека. — К. : Наук. думка, 2007. — 639 с. 

3. Сергиенко И. В. Анализ многокомпонентных распределенных систем и 
оптимальное управление / И. В. Сергиенко, В. С. Дейнека. — К. : Наук. 
думка, 2009. — 703 с. 

4. Бейко І. В. Задачі, методи і алгоритми оптимізації : навчальний посібник / 
І. В. Бейко, П. М. Зінько, О. Г. Наконечний. –– Рівне : НУВГП, 2011. — 624 с. 

5. Шор Н. З. Методы минимизации недифференцируемых функций и их 
приложения / Н.З. Шор. — К. : Наук. думка, 1979. — 200 с. 

6. Демьянов В. Ф. Недифференцируемая оптимизация / В. Ф. Демьянов, 
Л. В. Васильев. — М. : Наука, 1981. — 384 с. 

7. Ермольев Ю. М. Методы стохастического программирования / Ю. М. Ер-
мольев. — М. : Наука, 1976. — 240 с. 

8. Голиков А. И. Метод решения задач линейного программирования боль-
шой размерности / А. И. Голиков, Ю. Г. Евтушенко // Докл. РАН. — 2004. 
— Т. 397, № 6. — С. 727–732. 

9. Голиков А. И. Применение метода Ньютона к решению задач линейного 
программирования большой размерности / А. И. Голиков, Ю. Г. Евту-
шенко, Н. Моллаверди // Ж. вычисл. матем. и матем. физ. — 2004. — 
Т. 44, № 9. — С. 1564–1573. 

10. Mangasarian O. L. A Newton Method for Linear Programming / O. L. Man-
gasarian // J. of Optimizat. Theory and Appl. — 2004. — V. 121. — P. 1–18. 

11. Бейко І. В. Випукла апроксимація керованого процесу і метод побудови 
узагальнених оптимальних режимів / І. В. Бейко // Український матема-
тичний журнал. — 1973. — Т. XXV, вип. 3. — С. 343–346. 

12. Бейко І. В. Уніфікована методологія розв‘язуючих операторів як новітня 
інформаційна технологія для відшукання нових знань і прийняття опти-
мальних рішень (англійською мовою) / І. В. Бейко // Proc. "The Informa-
tion Technology Contribution to the Building of a Safe Regional Environ-
ment", AFCEA, Europe Seminar, Kiev. — 28-30.05.98. — С. 44–50.  

13. Бейко І. В. Розвиток методів розв’язуючих та асимптотично-розв’язую-
чих операторів для побудови оптимальних та асимптотично-оптимальних 
математичних моделей / І. В. Бейко // Вісник Київського університету. 
Серія: Кібернетика. — 2002. — Вип. 3. — С. 10–15. 

14. Бейко И. В. Экстремальные модели для численного исследования оптималь-
ных процессов в задачах теплопроводности при наличии погрешностей в ис-
ходной информации / И. В. Бейко //Аналитические, численные и аналоговые 
методы в задачах теплопроводности. — К. : Наук. думка, 1977. — С. 220–233. 

15. Бейко І. В. Функції оцінювання інформації в теорії оптимальних агрего-
ваних моделей і оптимальних систем / І. В. Бейко // Кибернетика и систе-
мный анализ. — 1996. — № 3. — C. 43–54. 

16. Бейко І. В. Узагальнені крайові задачі і узагальнені розв’язки оптиміза-
ційних задач у функціональних просторах / І. В. Бейко // Математичне та 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

36 

комп’ютерне моделювання. Серія: Технічні науки : зб. наук. праць. — 
Кам’янець-Подільський : Кам’янець-Подільський національний універси-
тет імені Івана Огієнка, 2010. — Вип. 4. — С. 32–42. 

17. Бейко И. В. Численные методы решения задач оптимального управления / 
И. В. Бейко, М. Ф. Бейко. — К. : Знание, 1968. — 44 с.  

18. Jarre F. Comparing two interior-point approaches for semi-infinite programs / 
F. Jarre // Technical report, Universitat Trier, April. — 1999. — P. 177–182.  

19. Volkwein S. Affine invariant convergence analysis for inexact augmented 
Lagrangian-SQP methods / S. Volkwein M. Weiser // ZIB-Report 00-56, Kon-
rad-Zuse-Zentrum fur Informationstechnik. — 2000. — 29 p. 

20. Potra F. A path-following method for linear complementarity problems based 
on the affine invariant Kantorovich theorem / F. Potra // ZIB-Report 00-30, 
Konrad-Zuse-Zentrum fur Informationstechnik. — 2000. — 39 p. 

21. Deuflhard P. Newton Methods for Nonlinear Problems / P. Deuflhard // Ajfine 
Invariance and Adaptive Algorithms. Springer, to be published — 2001. 

22. Maurer H. First and second order sufficient optimality conditions in mathemat-
ical programming and optimal control / H. Maurer // Math. Programming 
Study, 14 — 1981. — P. 163–177. 

23. Deuflhard P. A stepsize control for continuation methods and its special appli-
cation to multiple shooting techniques / P. Deuflhard // Numerische Mathe-
matik, 33 — 1979. — P. 115–146. 

24. Schulz V. Solving discretized optimization problems by partially reduced SQP 
methods / V. Schulz // Computing and Visualization in Science, 1. — 1998. — 
P. 83–96. 

In the paper numerical methods are developed for optimization of con-
trol processes described by systems of algebraіc, differential and integral-
differential systems with partial derivatives. 

Key words: optimization boundary problems, optimization methods, 
Newton interial point methods in functional spaces. 

Отримано: 22.05.2012 
 
 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (Coated FOGRA27 \050ISO 12647-2:2004\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo false
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
    /Arial-Black
    /Arial-BlackItalic
    /Arial-BoldItalicMT
    /Arial-BoldMT
    /Arial-ItalicMT
    /ArialMT
    /ArialNarrow
    /ArialNarrow-Bold
    /ArialNarrow-BoldItalic
    /ArialNarrow-Italic
    /ArialUnicodeMS
    /CenturyGothic
    /CenturyGothic-Bold
    /CenturyGothic-BoldItalic
    /CenturyGothic-Italic
    /CourierNewPS-BoldItalicMT
    /CourierNewPS-BoldMT
    /CourierNewPS-ItalicMT
    /CourierNewPSMT
    /Georgia
    /Georgia-Bold
    /Georgia-BoldItalic
    /Georgia-Italic
    /Impact
    /LucidaConsole
    /Tahoma
    /Tahoma-Bold
    /TimesNewRomanMT-ExtraBold
    /TimesNewRomanPS-BoldItalicMT
    /TimesNewRomanPS-BoldMT
    /TimesNewRomanPS-ItalicMT
    /TimesNewRomanPSMT
    /Trebuchet-BoldItalic
    /TrebuchetMS
    /TrebuchetMS-Bold
    /TrebuchetMS-Italic
    /Verdana
    /Verdana-Bold
    /Verdana-BoldItalic
    /Verdana-Italic
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects true
  /CheckCompliance [
    /PDFX1a:2001
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents suitable for reliable viewing and printing of business documents.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>
    /HEB <>
    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata pogodnih za pouzdani prikaz i ispis poslovnih dokumenata koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 5.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /ConvertColors /ConvertToRGB
      /DestinationProfileName (sRGB IEC61966-2.1)
      /DestinationProfileSelector /UseName
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements true
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MarksOffset 6
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /UseDocumentProfile
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [419.528 595.276]
>> setpagedevice




