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МЕТОДИ ВНУТРІШНЬОЇ ТОЧКИ  
В ОПТИМІЗАЦІЇ НЕЛІНІЙНИХ КЕРОВАНИХ ПРОЦЕСІВ 

У статті побудовано числові методи оптимізації керованих 
процесів, які описуються системами алгебраїчних, диферен-
ціальних та інтегро-диференціальних рівнянь з частинними 
похідними. 

Ключові слова: оптимізаційні крайові задачі, методи оп-
тимізації, ньютонівські методи внутрішньої точки у функці-
ональному просторі. 

Вступ. Новітні математично-комп’ютерні технології наукових до-
сліджень збагатилися потужними методами і алгоритмами системного 
аналізу та оптимізації складних взаємопов’язаних реальних процесів і 
систем в умовах неповних знань і неповних даних. Досягнуто подаль-
ших удосконалень математично-комп’ютерних алгоритмів оптимізації 
різнорідних систем і процесів в умовах неповних даних із використан-
ням методів системного аналізу [1—4], градієнтних методів [2—4], 
методів недиференційовної оптимізації [5—7], методів стохастичних 
градієнтів [7], прискорених ньютонівських методів внутрішньої точки 
[8—10] та методів розв’язуючих і асимптотично-розв’язуючих опера-
торів, орієнтованих зокрема і для оптимізації великомасштабних ієрар-
хічно-керованих граф-операторних моделей та стратегій керування в 
умовах неповних даних і неповних знань [11—17]. У цій статті дослі-
джуються можливості використання швидкозбіжних методів внутріш-
ньої точки для розв’язування узагальнених оптимізаційних крайових 
задач у нескінченновимірних функціональних просторах, де важливе 
для методів внутрішньої точки поняття логарифмічної бар'єрної функ-
ції втрачає зміст [18], проте поняття центральної траєкторії та число-
вий метод внутрішньої точки вдалося реалізувати у функціональному 
просторі нескінченої розмірності завдяки використанню адаптивної 
багаторівневої апроксимації елементів нескінченновимірних функціо-
нальних просторів скінченновимірними багатосітковими наближення-
ми з адаптивним вибором кроків вздовж центральної траєкторії [19—
23]. Сформульовані узагальнені нескінченновимірні оптимізаційні 
крайові задачі описуються керованими граф-операторними системами 
із підсистемами алгебро-інтегро-диференціальних рівнянь та нерівнос-
тей. До таких оптимізаційних задач зводяться прикладні задачі опти-
мального керування різнорідними взаємодіючими техніко-технологіч-
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ними процесами із зосередженими та розподіленими параметрами. 
Труднощі практичного розв’язання узагальнених оптимізаційних задач 
можуть бути пов’язані як із відсутністю розв’язку у заданій множині 
допустимих керувань так і з неповнотою даних та надмірною складніс-
тю моделей взаємодіючих підсистем.  

Узагальнені розв’язки оптимізаційних крайових задач 

Відомо, що у випадку неопуклої множини 

    , , | , , ,  f x t v v f x u t u    

оптимального керування 0: [ , ] ru t T R  , яке мінімізує функціонал 

0

( ) ( ( ), )
T

t

J x h x t t dt   на множині допустимих траєкторій 0: [ , ] nx t T R  

керованої системи  

0( ) ( ( ), ( ), ),   [ , ]x t f x t u t t t t T  , 0
0( ) nx t X R   

може не існувати навіть у випадку обмеженої замкнутої множини   
та обмежених ліпшицевих похідних від функцій : nh R R R  , 

: n r nf R R R R   . Для таких задач у роботі [11] побудовано уза-

гальнений оптимальний розв’язок як мінімізатор 0x  функціоналу 

0

( ) ( ( ), )
T

t

J x h x t t dt  на замкнутій множині  

  0
0 0| ( ) ( ), , ,  [ , ],  ( )coX x x t f x t t t t T x t X    , 

де через  , ,cof x t  позначено замкнуту опуклу оболонку множини 

 , ,f x t . Важливою особливістю такого узагальненого розв’язку 
0x  є існування для кожного 0   такого керування 0: [ , ] ru t T R   і 

початкового значення 0
0( ) ,x t X   для яких розв’язок x  задачі Коші  

   0( ) ( ), , ,   [ , ]x t f x t u t t t t T     

задовольняє нерівність 0

[0, ]
max ( ) ( )

t T
x t x t 


  . З огляду на, це послі-

довність  
1

k

k
u




, lim 0k

k



 , називаємо узагальненим оптимальним 

керуванням.  
Аналогічно будується узагальнений оптимальний розв’язок для 

наступної більш загальної задачі оптимального керування процесом 
із зосередженими параметрами.  
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Задача 1. Знайти керування 0: [ , ] ru t T R , моменти часу 

0 ,  t T  та початкові і кінцеві значення 0( ),  ( )x t x T , які на траєкторіях 

0: [ , ] nx t T R  керованої системи  

    0( ) ( ), , ,  [ , ]x t f x t u t t t t T   (1) 

мінімізують функціонал 0 0( , , )F x t T  при обмеженнях  

 0( , , ) 0iF x t T  , 1,i m , (2) 

   
0

0 0 0( , , ) ( ), , , ( ), ( ) 0
T

i i i
t

F x t T h x t t dt g t T x t x T  ,  

визначених заданими функціями : n nf R R R  , 

: n
ih R R R  , : ,  0,n n

ig R R R R R i m     . 

Узагальнений розв'язок задачі 1 будується як функція x  із мно-

жини   0| ( ) ( ), , ,  [ , ]coX x x t f x t t t t T   , яка мінімізує значення 

0 0( , , )F x t T  при обмеженнях 0( , , ) 0iF x t T  , 1,i m .  

Узагальнена оптимізаційна задача для керованого процесу із зо-
середженими параметрами сформульована у роботі [14] як наступна 
задача 2.  

Задача 2. Знайти на заданій допустимій множині   оптимальні 
значення 0( , ( ))u x t  , які мінімізують функціонал 

 0

0

0 1
0

2

( , ) ( ( ), ( ), , ( ( ), ( ), ( ), ,

( ( ), ( ), ( ), , ( ), ( ), ( ), ) ) )

T

t

T

t

J x u B x t x T u B x t x t u t t

B x s x s u s s x t x t u t t ds dt







 
 (3) 

на розв’язку x  крайової задачі  

  

0
0

1
0

( , , )

( , , ) ( ( ), , ( ), ( ), ( ), ,

( ), ( ), , ( ), ( ), ) 0, [ , ], 
D t u x

f t x u f x t u x t x t u t t

f x s u s s x t u t t ds t t T 


 (4) 

 0

0

0 1
0

2

( , ) ( ( ), ( ), , ( ( ), ( ), ( ), ,

( ( ), ( ), ( ), , ( ), ( ), ( ), ) ) ) 0.

T

t

T

t

F x u F x t x T u F x t x t u t t

F x s x s u s s x t x t u t t ds dt 







 
 (5) 
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Відповідна узагальнена крайова задача для процесу із розподіле-
ними параметрами формулюється у роботі [16] як наступна задача 3.  

Задача 3. Знайти розв’язок : nx D R , : ru D R , snD R R   
системи інтегро-диференціальних рівнянь 

 
( , , , ) ( , , ( , ), ( , ), ( , , , )) 0,

( , ) ( , ), 1, ,

k
ijfk k

ij ij

i
j ij

f t s x u f t s x t s u t s F x u t s

t s D x u k k



 


 (6) 

та нерівностей 

 
( , , , ) ( , , ( , ), ( , ), ( , , , )) 0,

( , ) ( , ), 1, ,

l
ijgl l

ij ij

i
j ij

g t s x u g t s x t s u t s F x u t s

t s D x u l l



 


  (7) 

який мінімізує заданий функціонал  
0

0( , ) ( , , ( , ), ( , ), ( , , , ))
D

J x u t s x t s u t s F x u t s dsdt , 

де k
ijf  і k

ijg  — задані функції, ( , )i
jD x u D  — задані j -параметричні 

підмножини, 1, 1j m  , 0 1( , ) { ( , ), ( , )} iqi i i
q q qD x u t x u s x u D   — задані 

дискретні підмножини, 1, ji i , а 
k

ijfF , 
k
ijgF  і 0F  — задані композиції 

операторів  

1( , , , , ) ( , )F x t s x t s
t s

 

  


 
 , 

операторів  

2 1( , , , , )F F x t s   1 1 1 1
1( ( , ( , ), ( , ), , ),F x t t x t s s x t     

2 2 2 2
1( , ( , ), ( , ), , ),F x t t x t s s x t    …, 

1( , ( , ), ( , ), , ))n n n nF x t t x t s s x t       , 

визначених за заданими дискретними множинами  

 
1

( , ) ( , ), ( , ), , ,
ni i i i

i
t s t t s s t s   


   

та операторів 

3 1
( , , , )

( , , , , , ) ( , , ( , ), ( , , , , )) ,
t s x u

F x u t s t s u t s F x t s d d       


  


   

визначених за заданими множинами ( , , , ) snt s x u R R    та заданими 

ядрами  .  

Задачі 1—3 є частинними випадками більш загальної задачі оп-
тимізації ієрархічно-керованої граф-операторної системами, до якої 
оптимізаційні задачі 1—3 можуть входити складовими підсистемами. 
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Серед методів розв’язування задач оптимального керування виділя-
ються непрямі методи, які базуються на використанні необхідних чи 
достатніх умов оптимальності, та прямі методи, які ґрунтуються на 
використанні дискретних апроксимацій шуканих функцій з метою 
приведенням узагальненої оптимізаційної задачі до задачі лінійного 
чи нелінійного програмування.  

Необхідні умови оптимальності для узагальненої задачі 1 сфор-
мульовані в наступній теоремі узагальненого принципу максимуму.  

Теорема 1. Якщо 0 0 0 0
0( , , , )x u t T  є оптимальним розв’язком за-

дачі 1, функції : n nf R R R  , : n
ih R R R  , 0,i m  та їх 

похідні по x  є неперервними, а функції : ,n n
ig R R R R R     

 0,i m  є неперервно диференційованими по всіх аргументах і існує 

нетривіальний розв’язок 0 ( )t , 0
0 0  , 0

i , 0,i m  системи  

 
0

0 0 0 0 0

0

( )
( ) ( ( ), ( ), ) ( ( ), ( ), )

m

x i ix
i

d t
t f x t u t t h x t u t t

dt

  


    , (8) 

 
0

0 0 0 0 0
0 ( ) 0 0

0

( ) ( , , ( ), ( ))
m

i x t
i

t g t T x t x T 


  , (9)  

 0 0 0 0 0
( ) 0 0

0

( ) ( , , ( ), ( ))
m

i x T
i

T g t T x t x T 


  , (10)  

то для кожного моменту часу 0[ , ]t t T  значення оптимального керу-

вання 0 ( )u t  задачі 1 є розв’язком оптимізаційної задачі  

  0 0 0 0 0

0

( ) arg max , ( , , ) ( , , )
m

i i
u i

u t f x u t h x u t 
 

    
  

 . (11) 

Обчислення керування 0u  як розв’язку оптимізаційної задачі 
(11) при обмеженнях (1), (2), (8), (9) і (10) здійснюється за ітерацій-
ним алгоритмом [4]: 

(1) вибрати довільні початкові числа 0 0i  , 0t , T , i , 0,i m  та 

довільні вектори x , nx R  і обчислити розв’язок ( )x t , ( )t , 

0[ , ]t t T  узагальненої задачі Коші для системи 

  ( )
( ), ,

dx t
f x t u t t

dt
 ,  

   
0

( )
( ) ( ), ( ), ( ), ( ),

m

x i ix
i

d t
t f x t u t t h x t u t t

dt

  


    , 



Серія: Фізико-математичні науки. Випуск 7 

23 

 
0

( ) arg max , ( , , ) ( , , )
m

i i
u i

u t f x u t h x u t 
 

 
  

 


 

за початковими даними 0( )x t x ,  0 0
0

0

( ) , , ,
m

i x
i

t g t T x x 


  . 

(2) (основний цикл) з використанням ітераційних методів мінімізації 
функціоналу нев’язки  

 
2

20 0
0 0

0

, , , , , ( ) ( , , , ) ( )
m

i x
i

F t T x x T g t T x x x T x   


    

обчислити значення  0
0 , , , , ,t T x x   , які із вибраною точністю 

0   задовольняють нерівності  

2|| ( ) || ,x T x     
2

0
0

0

( ) , , , ,
m

i x
i

T g t T x x  


   

 0 0 0 0
0 0 1,  , ,..., 0mt T       ,  0 1 , ,..., m    . 

Практичний вибір конкретних алгоритмів реалізації непрямих 

методів для обчислення мінімізатора  0
0 , , , , ,t T x x    визначається 

властивостями заданих функцій f , h , g  та заданої допустимої 
множини   [4]. 

Труднощі практичної реалізації непрямих методів для розв’язува-
ння узагальненої задачі 2 пов’язані із складністю необхідних умов опти-
мальності для загального випадку. Ефективні для багатьох конкретних 
випадків непрямі методи розв’язування узагальненої задачі 2 побудовані 
за допомогою методів розв’язуючих операторів  0, ( )B u x t  та асимпто-

тично-розв’язуючих операторів 0( , ( ))B u x t  для функціоналу (3) при об-
меженнях (4), (5), для яких справедливі твердження 1, 2.  

Твердження 1. Оптимальний розв’язок * *
0( , ( ))u x t  задачі 2 є мі-

німізатором розв’язуючого оператора 0( , ( ))B u x t  на допустимій мно-
жині  ,  

 
0

* *
0 0

( , ( ))
( , ( )) arg min ( , ( ))

u x t
u x t B u x t


  . (12) 

Твердження 2. Якщо 0( , ( ))u x t  є оптимальним розв’язком зада-

чі 2, то 0( , ( ))u x t  є мінімізатором асимптотично-розв’язуючого опе-

ратора 0( , ( ))B u x t  на допустимій множині  ,  

 
0

0 0
( , ( ))

( , ( )) arg min ( , ( ))
u x t

u x t B u x t


 . (13) 
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Розв’язуючий оператор побудований для широких класів ліній-
ний систем [13]. Для нелінійних систем (4), (5) у роботі [14] побудо-
вано асимптотично-розв’язуючий оператор  

0

0 1 0( , ( )) ( , ) ( , ) ( , , ) ( ) *( ) ( , , ) ,
T

t

B u x t J w u F w u M u x t t f t w u dt        (14) 

де   і ( ),  t 0[ , ]t t T  є розв’язком спряженої до (4), (5) гамільтоно-

вої системи  

0 1 0 0
1 2 1

*( , , ) *( , , )

1 0 1 0 0
7 1 7 3

*( , , )

*( , ) ( ) *( , , ) *( , ) ( ) *( , )

*( , ) *( , ) *( , , ) *( , ) *( , ) ( )

D t u x D t u x

D
D t u x

A f t t dt A f t s A f s s ds A f t

A f t A f t A f t s A f t ds A f t t

 



  


   



 





 



  
0

0 0

0

1 0 2 1 0 1 0
2 1 6 5 3 1 3

2 1 2 1 0
5 5 1 5 3

2 1 0 0 1
2 5 3 3 2

*( , ) *( ) *( , , ) *( , ) *( ) *( , ) *( )

*( , , ) *( , ) / *( , , ) *( , ) *( )

*( , , ) *( , ) *( ) ( ) ( , )

T

t

T T

t t

T

t

A F t A F A B t s A F t A F ds A F t A F

d A F t s A F t dt ds A F t s A F s A F ds

A F t s A F s A F ds A B A B t

   

  

  



 



 

0 0

0 0

0 0 2 1 1 0 2
3 5 6 3 1 3 5

0 1 2 0 1 2
3 5 1 3 5 2

( ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , , )

( ) ( , ) ( , , ) ( ) ( , ) ( , , ) 0,

T T

t t

T T

t t

A B A B t A B t s ds A B t A B t A B A B t s ds

A B A B s A B s t ds A B A B s A B s t ds

   

  

 

 
 

із узагальненими крайовими умовами 

 

 

0

0 0

0

0 0 0 1 0
3 2 2 1 3

2 1 2 1 0
5 5 1 5 3

1 2 0 1 2
5 5 3 5 1

* ( , ) ( ) * ( , ) ( ) * ( ) * ( , ) * ( )

* ( , , ) * ( , ) * ( , , ) * ( , ) * ( )

* ( , ) * ( , , ) ( ) ( , ) ( , , ) 0,

T

t

T T

t t

T

t

A f T T A f t T dt A F A F T A F

A F T s A F T ds A F s T A F s A F ds

A F T A F T s A B A B s A B T s ds

 



   

   

  



 





 


0

0 0 1 1 1
1 1 5 1 0 5 0 5 0( , , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , , )

T

t

M u A B A B A B t A B t A B t s      
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0 1 2 0 1 0
3 5 1 0 1 1 0 3( ) ( , ) ( , , ) *( ) *( , ) *( )A B A B s A B t s ds A F A F t A F     

  
0

0

2 2 1 0
5 0 1 0 5 3

2 0
1 3 0 0

*( , , ) *( , , ) *( , ) *( )

*( , ) ( ) *( , ) ( ),

T

t

T

t

A F t s A F t s A F s A F ds

A f t t dt A f t t



 

  

 




 

а через ( , )kA f   позначено похідну Фреше від функції f  по її змінній 

на k -му місці, через ( )DA f  — похідну Фреше по змінній z  від функції 

( , , )

( )
D t u z

f t dt  і через *( , , )D t u z  — спряжену до ( , , )D t u z  область,  

0 0

1 1

( , , ) *( , , )

( , ) ( , ) .
T T

t D t u z D t u z t

f s t dsdt f t s dtds     

Асимптотично-розв’язуючий оператор 0( , ( ))B u x t  побудований за 

умов існування ліпшицевих похідних ( , )kA f  , ( )DA f , ліпшицевої за-

лежності розв’язку x  нелінійної системи (4), (5) від шуканих 0( , ( ))u x t  

та ліпшицевої в деякому околі || || ,x   ||| ||u   залежності: 

 mes ( , , ) ( , , ) /D t u x D t u u x x   

   / ( , , ) ( , , ) max || ||,|| || .D t u x D t u u x x L u x        

Очевидно, що при наявності асимптотично-розв’язуючого операто-
ра 0( , ( ))B u x t  відшукання екстремального розв’язку узагальненої опти-

мізаційної задачі 2 зводиться до розв’язування суттєво простішої оптимі-
заційної задачі (13). З огляду на можливості апроксимації задачі 3 зада-
чею 2, задачу 3 також можемо розв’язувати прямим методом із побудо-
вою відповідного асимптотично-розв’язуючого оператора та подальшого 
розв’язання відповідної спрощеної задачі (12). Для цього в циліндричній 

області 0[ , ]D D t T 


 задачі 3 вибирається адекватна дискретна мно-

жина вузлових точок  
1

knk

k
s


, у кожному k-му вузлі похідні від x  та u по 

просторовій змінній s у час t заміняємо їх дискретними апроксимаціями 

через значення ( ) ( , )j
jx t x t s  у сусідніх j-их вузлах і систему із частин-

ними похідними (6), (7) заміняємо системою диференціальних рівнянь 
виду (4), (5) для процесу із зосередженими параметрами 

1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))
knx t x t x t x t  у всіх вузлах 1.. kk n .  
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Проте практична реалізація такого прямого методу розв’язува-
ння задачі 3 може суттєво ускладнюватися через структурну склад-
ність асимптотично-розв’язуючого оператора 0( , ( ))B u x t . У велико-
масштабних прикладних задачах такі узагальнені процеси із зосере-
дженими та розподіленими параметрами є підсистемами керованої 
граф-операторної системи, де вся наявна, можливо різнорідна, інфо-
рмація про причинно-наслідкові залежності у взаємодії k-го вузла 
граф-операторної системи із іншими вузлами (підсистемами) опису-
ється набором s-их підсистем загального виду 

( , , ) 0, ( , ) , 1, , 1,ks ks ks ks ks ks ks ks kA x z u z x u Z s N k N      

із частинними функціями : ,
ksks ks ks ks AA X Z U W  

 
де ks ksx X  — 

стан ks -ої підсистеми, ks ksu U  — керування ks -ою підсистемою, а 

ks ksz Z  — зв’язок ks -ї підсистеми із іншими підсистемами.  
Складена із усіх підсистем граф-операторна модель  

  1( , ) ( , ), , ( , ) 0,
kNA x u A x u A x u    1( , , ),

kNx x x   (15) 

 1 1 1( , , ), ( , , ), ( , , ),
ks k ksk k kN N k k kNx x x u u u u u u       

 1 1 1 1( , ) ( , ( , ), ), , ( , ( , ), ) ,
k k k ks s s s s N s N s N s N sA x u A x x u u A x x u u     

разом із «підсистемою спостереження» ( , )v C x u  називається B -

адекватною на множині V U , якщо система ( , ) 0,A x u   ( , )C x u v  

визначає значення ( , )w B x u  з точністю  , тобто для всіх u U , 

v V  виконується нерівність || ( , ) ||w B x u   , де x  — будь-яка із 
реально можливих траєкторій модельованої системи в умовах керу-
вання u  та спостереження ( , )v C x u .  

Очевидно, що для B -адекватної на множині V U  граф-
операторної моделі ( , ) 0A x u   із підсистемою спостереження 

( , )C x u v  існує функція F , яка за умов ( , )C x u v задовольняє нерів-

ність max max || ( , ) ( , ) ||
u U v V

F v u B x u 
 

  . Існування такої функції F  забезпе-

чується існуванням розв’язуючого оператора  : A C BP W W W    , 

який для частинних функцій : ( ) ,AA X U W   : ( ) BB X U W   та 

: ( ) CC X U W   за мірою : 2 RBW   задовольняє на допустимій 

множині M X U   нерівність  

( )
max ( , , ) ,

Mx P u
d u M 


    ( ) | ( , ) ,MP u x X x u M 

 

  ( , , ) { | ( , ) , ( , ), ( , ) , ( , ) } .d u M w w B x u u A x u C x u x u M    
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У випадку існування на множині M  розв’язуючого оператора  , 
граф-операторна модель є B -адекватною на множні M , ( , )F v u   

 ,0,u v   і оптимальне керування *( ) ( ) ,u v v U   яке на допусти-

мій множині ( )v  мінімізує функціонал ( , )B x u  за даними спостере-

жень ( , )C x u v , обчислюється як мінімізатор *

( )
( ) arg min ( , )

u v
u v F v u


 . 

 
Умови існування розв’язуючого оператора отримані у роботі [15]. 

Для лінійного по x  функціонала  

1
1

( , ) ( , ) ( )
N

i i N
i

B x u c x f u


  

та лінійної по x  граф-операторної системи, де k -та підсистема, 

1,k N , описується в гільбертових просторах ,  k kX U  лінійним по x  
операторним рівнянням  

, , 1 1 ,1 1... ( ) 0,  1, 2,..., ,k k k k k k k kA x A x A x f u k N        

розв’язуючий оператор ( )B u  будується за розв’язком ( , )y A c   

1 1( , ,..., )N Ny y y  системи 

*
, 0,  , 1, ...,1

N

k j k k
j k

c A y k N N


    , 

у вигляді 1
1

( ) ( , ( )) ( )
N

i i n
i

B u y f u f u


   і оптимальне керування *u , яке 

максимізує функціонал ( , )B x u , обчислюється як мінімізатор функціо-

налу ( )B u  на допустимій множині .  Тому для частинного випадку 

1 2 ...      , ( ) ( )i i if u f u , 1
1

( ) ( ),i i
i

f u f u





   i iu D  оп-

тимальним керуванням i -ю підсистемою, 1,i N , є мінімізатор (12) 
* arg max ( ( , ), ( ) ( ) .

i i

i i i i
u D

u y A c f u f u


    

Проте, у випадку нелінійних рівнянь та нерівностей (1), (2) і/або 
нелінійного функціоналу ( , )B x u  побудова розв’язуючого оператора 

B  може виявитися надто трудомісткою і в таких випадках для 
розв’язування узагальненої оптимізаційної задачі використовуємо 
прямі методи. Таким прямим методом для випадку опуклої оптиміза-
ційної задачі є наступний метод узагальнених градієнтів. За допомо-
гою множин ( )r  тих функцій ( , )x u , які при  k k

ij ijh f  для всіх 

0, 1j m  , 1, ji i  задовольняють нерівностям 
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( , , , ) ,  ( , , , )k k
ij r ij rf t s x u h t s x u   , ( , ) ( , )i

jt s D x u , 1, ijk k , 

( , , , ) ,l
ij rg t s x u   ( , ) ( , )i

jt s D x u , 1, ijl l ,  

визначаємо узагальнений розв’язок оптимізаційної задачі як підпос-

лідовність послідовності   1
( , ) ( )r r rr
x u 


 , для якої виконуються 

нерівності 
( , ) ( )

( , ) inf ( , )
r

r r r
x u

B x u B x u





   на деякій монотонно спад-

ній послідовності r  , де 
 
є мінімальним числом, для якого 

при всіх    множина ( )  є тілесною. 
Побудова узагальненого розв’язку чисельними методами здійс-

нюється за допомогою обчислення такої послідовності функцій 

( ( , ), ( , ))r rx t s u t s  у вкладених множинах ( ) ( ) 1x xn r n rX X  , ( )un rU   
( ) 1un rU   параметричних функцій  

( ) ( )
( ) ( )( ( , ), ( , )) ( ( , , ), ( , , )) x u

x u

n r n r
r r n r r n r rx t s u t s x p t s u q t s X U 

 
визначених параметрами ( )xn r

rp R  і ( )un r
rq R , що для будь-якого 

значення    знайдеться число r  таке, що виконаються нерівності 

( ) ( )
( , ) ( , )

max ( , , ( , , ), ( , , ))
i x u
j

k
ij n r r n r r

t s D x u
f t s x p u q 


     , 1, ,ijk k  

( ) ( )
( , ) ( , )
 max ( , , ( , , ), ( , , ))

i x u
j

k
ij n r k n r k

t s D x u
h t s x p u q 


     , 1, ijk k , 

( ) ( )
( , ) ( , )

max ( , , ( , , ), ( , , )) ,
i x u
j

l
ij n r k n r k

t s D x u
g t s x p u q 


      1, ijl l , 

( ) ( )
( , ) ( )

( ( , , ), ( , , )) inf ( , )
x un r k n r k

x u
B x p u q B x u





      . 

Для випадку опуклої оптимізаційної задачі побудовано алгоритм 
обчислення узагальненого розв'язку за ітераційними формулами [16] 

1 / || ||r r r r rp p h v v   , 1 / || ||r r r r rq q h w w   , 

(( , ) ( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( ) ( )

( , , ( , , ), ( , , )), якщо

( , , ( , , ), ( , , )) ,

( , , ( , , ), ( , , )), якщо

( , )

  

                           

  

                  

x u

x u

x u

k
p q ij n r r n r r

k
ij n r r n r r

k
p q ij n r r n r r

r r

f t s x p u q

f t s x p u q z

h t s x p u q

v w

    

    

    

 ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( ) ( )

( , , ( , , ), ( , , )) ,

( , , ( , , ), ( , , )), якщо

( , , ( , , ), ( , , )) ,

( ( , , ),

        

  

                          

x u

x u

x u

x u

k
ij n r r n r r

k
p q ij n r r n r r

k
ij n r r n r r

p q n r r n r

h t s x p u q z

g t s x p u q

g t s x p u q z

B x p u

    

    

    

   ( , , )), якщо 0,         rq z















  
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( ) ( )
( , ) ( , )0, 1 1, 1,

max{ max max max max ( , , ( , , ), ( , , )),
i x u
jj ij

k
ij n r r n r r

t s D x uj m i i k k
z f t s x p u q

   
      

( ) ( )
( , ) ( , )0, 1 1, 1,

max max max max ( , , ( , , ), ( , , )),
i x u
jj ij

k
ij n r r n r r

t s D x uj m i i k k
h t s x p u q

   
     

( ) ( )
( , ) ( , )0, 1 1, 1,

max max max max ( , , ( , , ), ( , , ))},
i x u
jj ij

k
ij n r r n r r

t s D x uj m i i k k
g t s x p u q

   
     

Доведено, що в умовах існування таких послідовностей вкладених 

множин rX , rU , 1,r    параметричних функцій ( , , )rx p    та ( , , )ru q    

із параметрами rp R  і rq R , що для кожного 0   існує число r  

таке, що множина параметрів p  і q , які задовольняють нерівностям 

( , ) ( , )
max ( , , ( , , ), ( , , ))

i
j

k
ij r r

t s D x u
f t s x p u q 


     , 1, ijk k , 

( , ) ( , )
max ( , , ( , , ), ( , , ))

i
j

k
ij r r

t s D x u
h t s x p u q 


     , 1, ijk k , 

( , ) ( , )
max ( , , ( , , ), ( , , ))

i
j

k
ij r r

t s D x u
g t s x p u q 


     , 1, ijl l , 

( , ) ( )
( ( , , ), ( , , )) inf ( , )r r

x u
B x p u q B x u





      , 

містить відкриту тілесну підмножину, то узагальнений оптимальний 
розв’язок задачі 3 міститься в послідовності ( ){ ( , , ),

xn r rx p    

( ) 2( , , )}
un r r ru q 

  , обчисленій за умов lim 0r
r

h


 , lim ( )x
r

n r


  , 

lim ( )u
r

n r


  , 
1

r
r

h



  , 0rh  . 

Прискорення збіжності ітераційного алгоритму досягається з вико-
ристанням ньютонівських методів продовження центральної траєкторії.  

Ньютонівські методи продовження центральної траєкторії. 
Позначимо через x сукупність усіх змінних керованої граф-
операторної системи. Будемо вважати x елементом банахового прос-
тору X. Сукупність усіх рівнянь граф-операторної системи зобразимо 
функціональним рівнянням c(x) = 0, де : cс X Z  — задане відобра-

ження банахового простору X  у банахів простір cZ , а сукупність 
усіх нерівностей граф-операторної системи представимо функціона-
льною нерівністю g(x) ≥ 0, : gg X Z , вважаючи, що упорядкування 

за нерівностями в банаховому просторі Zg задано випуклим замкне-
ним конусом К. За заданим функціоналом ( )J x , :J X R , задачу 
відшукання оптимального розв’язку x* граф-операторної системи 
сформулюємо як оптимізаційну задачу  
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 * arg min ( ) | ( ) 0, ( ) 0.
x

x J x c x g x    (A16)  

Вимога залишатися у допустимій множині  1 : : ( ) 0M x g x   

може бути забезпечена мінімізацією штрафної функції 

( ) : ( ) ( ( ))i
i

J x J x B g x    при обмеженнях ( ) 0c x  . Дійсно, за пев-

них припущень мінімізатор 
2

( ) arg min ( )
x M

x J x


   для штрафної функції 

( )J x  на допустимій множині  2 : : ( ) 0M x c x   при ( ) logB    

збігається при 0   до оптимального розв’язку 
* arg min ( ) | ( ) 0, ( ) 0.

x
x J x c x g x    

Отже, при виборі множників Лагранжа :
( )i

ig x

   необхідні 

умови оптимальності мали би вигляд  

( ) ( ) ( ) 0,T TJ x c x g x       ( ) 0,c x   ( ) .g x    
Наступні узагальнені теореми 2, 3 про необхідні і достатні умо-

ви оптимальності розв’язку загальної задачі (A16) сформульовані у 
роботі [22] із використанням функції Лагранжа ( , , ) ( )L x J x     

, ( ) , ( )c x g x  
 
і умови , ( ) 0.g x   Для випадку поточкових 

обмежень ( ( )) 0,g x t 
 0[ , ]t t T  в узагальненій задачі оптимального 

керування умова , ( ) 0g x 
 
визначає жорстке поточкове взаємодо-

повнення ( ) ( ( )) 0t g x t  , ( ) 0t  , ( ( )) 0g x t 
 
для всіх 0[ , ]t t T .

 
Теорема 2 (необхідні умови). Якщо х є регулярним розв’язком 

задачі (A16), тобто 0  int(g(х) + g'(х) X – K), то існують множники 
Лагранжа λ  Zc* і   Zg*,  ≥ 0, для яких х є розв’язком системи 
 ( , , ) 0,x L x     (A17) 
 c(x) = 0, (A18) 
 , ( ) 0g x  . (A19) 

Теорема 3 (достатні умови). Якщо J, c та g визначені і двічі не-
перевно диференційовні по Фреше на деякому просторі Хр  X, і іс-
нують такі  > 0 і β > 0, що для всіх h  ker c'(x) з g'(x)h  K + 
+ span{g(х)} виконуються нерівності  

22 ( , , ) , ,x p
L x h h h   

 

, ( ) ,
p

g x h h  
 

то в умовах теореми 1 у просторі Xр існує окіл U точки х, у якому х є 
єдиним локальним розв’язком задачі (A16).  
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У методі внутрішньої точки замість жорсткої умови (A19) вико-
ристовується ослаблена умова , ( ) 0g x    подібна до викорис-

тання множників Лагранжа :
( )i

ig x

  . У задачі оптимального керу-

вання це еквівалентно поточковій рівності ( ) ( ( ))t g x t 
 
із додатнім 

параметром 0  . І замість обчислення розв’язку системи (A17)—

(A19), обчислюємо розв’язок ( ) ( ( ), ( ), ( ), ( ))v x w        прості-

шої системи (A20)—(A23) із параметром 0    

 ( , , ) 0,x L x      (A20)

 

 ( ) 0,c x   (A21)

 

 ( ) 0,w g x   (A22)

 

 ( , ; ) 0,w     (A23) 
та функцією Фішера—Бурмайстера 

2 2( , ; ) 2a b a b a b      , 0.   

і далі знаходимо розв’язок x* задачі (A16) за методом продовження по 

параметру як границю *

0
lim ( )x x





 . Реалізацію алгоритму продов-

ження по параметру здійснюємо за швидкозбіжною ньютонівською 
процедурою ітераційного уточнення  

( , ) ( , )k k kF v v F v     , 1 ,k k kv v v    

де ( , ) ( ( , , ), ( ), ( ), ( , ; ))T
xF v L x c x w g x w        , 

( , )F v   = 

2 ( , , ) ( ) * ( ) 0

( ) 0 0 0
.

( ) 0 0 1

0 0 ( , ; ) ( , ; )

x

w

L x c x g x

c x

g x

w w

 

    

     
 

 
 
 

   

 

У роботі [23] для загальної задачі оптимального керування дос-
ліджуються умови існування розв’язку ( )v 

 
параметричної системи 

( , ) 0F v   , який називають центральною траєкторією і також дослі-

джуються умови збіжності *( )x x   при 0   з урахуванням того, 
що практична реалізація методу Ньютона супроводжується внутріш-

німи похибками kr , які призводять до похибки :
( , )

k

k k

r

F v



  в об-

численій поправці kv . Отримана нерівність 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

32 

 1( )k
kF v   1(1 ) ( ) ( )

1 2
k k k kk

k
k

F v v F v v
   


 
    

 
 

теоретично обґрунтовує адекватність використання методу Ньютона для 

побудови числового алгоритму прискореної збіжності *

0
( )x x







 
при 

наявності похибок kr . У роботі [23] обґрунтовується використання ме-
тоду внутрішньої точки для відшукання оптимального розв’язку 

( ) ( ( ), ( ), ( ), ( ))v x w        

Параметричної оптимізаційної задачі: 
1

0

( ) ( ( )) ,J x f x t dt   

( ) ( ( ), ( (0), (1))),T
rc x c x c y y  

( )( ) ( ( )) ( ( ( )), ( ( ))),T T
u yg x t g x t g u t g y t

 де вектор-функції керування u та стану y мають розмірності nu та ny і на-

лежать відповідно просторам un
pL

 
та  1 yn

pW , множники Лагранжа λ і
 
 

мають розмірності rn n   
та u yn n

 
і належать просторам 

| rn n
p pL R    та  1 ,

y
u

nn
p p pE L W 

 
c: 2u yn n nR R 

  , cr:
2 .y r

n nR R  

Доведено, що у випадку двічі неперервно диференційовних по своїх ар-
гументах ліпшицевих відображень f, c, cr, та g, відображення F  є непе-
рервно диференційованим, його похідна F' задовольняє умову Ліпшиця 

1( ; ) ( ; )
V Z V

F v F v L v v  
  




     

і має при 0 
 
рівномірно обмежену обернену [F']-1. На цій основі до-

водиться існування центрального шляху v()  D  (0, 0] за умов існу-
вання для деякого значення 0 > 0 розв’язку v0 рівняння F(v0, 0) = 0 . Для 
доведення рівномірної обмеженості F'(v (); )-1 при  → 0 використову-
ється розщеплення обмежень нерівностей на активні і неактивні і далі 
активні обмеження долучаються до обмежень рівностей, а неактивні 

обмеження відкидаються. Якщо із системи ( ; ) ( , , , )TF v v z s r q      

вилучити поправки w  та c
p , то для отриманої системи 

1

( )* ( )*

( )

p

pp w p p

H c g x

c

g 


 

     
        
          
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1

1

( )*( ) ( )

( ) )

c c c c c
p p p w p p

w p p p

z g q r

s

q r

 







    
 
 
 

    

  

існує обернений оператор, обмежений незалежно від . Оскільки 

оператори 1( )w p  , p , 1( )c
p

 , і c
w p  є обмеженими рівно-

мірно на  > 0, то існує єдиний розв’язок 2x X 
 
, 2  , і 

pW  , який задовольняє нерівностям 

2

*
* **2

2 22

* **2 2
22

1

1

( )*( ) ( )

( )* ( )

( )* ,

c c c c c
p p p w p pX

c c c c
p p p w pW W WW

c c
p pW ZWW

x const z g q r

const z g q

const z const g r const





 

 







      

         
  

          

 

2 22

,p ZW
const  


     

із не залежними від  константами. Отже, [F'(v(), )]-1 є обмеженим 
незалежно від  і з урахуванням  

1

2
2 2

1
( , ; )

2
w

w
   

 


  

 
  

і 

   0 0 0
T

F v        

отримано нерівність 

   
2

2

1
( ); ( ( ))

V V
v F v F v        

 
2

2 2

1
1 2( ); ( ( ))

ZZ V
F v F v const   




    

із якої випливає, що центральний шлях є рівномірно неперервним і може 
бути неперервно розширеним до шуканого граничного значення v(0) за 
методом продовження центрального шляху v() по параметру 0.    

Збіжність ньютонівського методу продовження по параметру із 
внутрішніми похибками 

( ) ( ) ,k k k kF v v F v r     1k k kv v v    
забезпечується отриманими в [23] нерівностями 
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 1
( ) 1 ( ) 1

2 k k

k k k kk
v k

v v
F v v F v v


    

       ,  

1

1( ) ( ) ,
k k

k k

v v
F v F v



    

1
1( ) (1 ) ( ) ( ) .

1 2 k k
k

k k k k k kk
k

v vv k

F v v F v v F v v
    





 
     

 
 

Якщо значення ( , , )B x u q  заданого критерію оптимальності B  
залежить від деякого векторного чи функціонального параметра q, 
значення якого є невідомою детермінованою величиною із заданої 
допустимої множини Q, то оптимізаційну задачу відшукання оптима-
льного значення u називають задачею оптимізації в умовах неповних 
даних, а якщо невідоме значення q є відомою випадковою величиною 
із деякого заданого ймовірнісного простору ( , , )q F P , то задачу від-
шукання оптимального керування u називають задачею оптимізації в 
умовах ризику. Розв’язування задач оптимізації в умовах неповних 
даних та в умовах ризику суттєво ускладнюється при наявності під-
систем граф-операторної моделі із неповними даними та випадкови-
ми величинами, де причинно-наслідкові залежності у взаємодії k-го 
вузла граф-операторної системи із іншими вузлами (підсистемами) 
описується набором s-их підсистем  

( , , , ) 0, ( , , ) , 1, , 1,ks ks ks ks ks ks ks ks ks kA x z u q z x u q Z s N k N      

із частинними функціями : ,
ksks ks ks ks ks AA X Z U Q W   

 
які зале-

жать також і від невідомих чи випадкових величин ks ksq Q .  
Складену із таких підсистем граф-операторну модель  

 1( , , ) ( , , ), , ( , , ) 0,
kNA x u q A x u q A x u q    1( , , ),

kNx x x   

1 1 1( , , ), ( , , ), ( , , ),
ks k ksk k kN N k k kNx x x u u u u u u     

 
1 1( , , ), ( , , ),

k ksN k k kNq q q q q q   
 

1 1 1 1 1( , , ) ( ( , ( , , ), , ),s s s s s sA x u q A x x u q u q    

, ( , ( , , ), , ))
k k k k kN s N s N s N s N sA x x u q u q  

разом із «підсистемою спостереження» ( , , )v C x u q  називаємо, від-
повідно, або керованою системою із неповними даними, або стохас-
тичною керованою системою. У випадку існування розв’язку 

( , )x x u q  граф-операторної системи із неповними даними оптима-
льним гарантованим керуванням називаємо керування. 

Висновки. Із використанням градієнтних та ньютонівських ме-
тодів внутрішньої точки, побудовано числові алгоритми для 
розв’язування узагальнених оптимізаційних задач, які описуються 
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керованими граф-операторними системами із підсистемами алгебро-
інтегро-диференціальних рівнянь та нерівностей. 
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