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ІДЕНТИФІКАЦІЯ МАСООБМІННОГО КОЕФІЦІЄНТА  
В ЗАДАЧІ ТИПУ КОНВЕКЦІЯ-ДИФУЗІЯ-МАСООБМІН 

Побудовано математичну модель, що описує закономірно-
сті фільтрування й нагромадження домішок у пористій засипці 
з урахуванням зворотного впливу характеристик процесу 
(концентрації осаду) на характеристики середовища (коефіціє-
нти дифузії, масообміну) і включає можливість визначення не-
відомого масообмінного коефіцієнта. Запропоновано алгоритм 
розв’язання відповідної збуреної задачі, що, зокрема, забезпе-
чує можливість визначення часу захисної дії фільтра. Наведе-
но результати розрахунків розподілу питомої концентрації й 
масового об’єму домішок (по довжині фільтруючої пористої 
засипки) для різних моментів часу.  

Ключові слова: нелінійна задача, фільтрування, обернена 
задача, сингулярні збурення, асимптотика, ідентифікація не-
відомого параметра. 

У роботі [10] запропонована математична модель процесу очищен-
ня стічної води сорбційним фільтром, що враховує зворотний вплив ха-
рактеристик процесу (концентрації осаду) на фільтраційні параметри, 
при цьому деякі коефіцієнти розглянутого процесу, визначалися експе-
риментальним шляхом. У цій статті, опираючись на праці А. М. Ти-
хонова, А. І. Прилепка, М. І. Іванчова, А. Б. Костина й ін., присвячені 
питанням коректності розв’язування обернених задач ідентифікації неві-
домих коефіцієнтів, побудований алгоритм розв’язування відповідної 
нелінійної оберненої задачі типу конвекція-дифузія-масообмін, з визна-
ченням невідомого коефіцієнта, що характеризує масові обсяги відірва-
них від гранул засипки домішкових частинок.  

Відомі аналітичні рівняння, які описують процес фільтрування 
[1—10] і процес очищення стічних вод [10; 14], не дозволяють у широ-
кому діапазоні зміни параметрів описувати процес очищення, крім то-
го, не враховують зворотний вплив характеристик процесу на характе-
ристики середовища. Так само недостатньо уваги приділено вивченню 
масообмінних коефіцієнтів, а експериментальні залежності [13; 14] не 
дають повної картини. Тому актуальним завданням є побудова нелі-
нійної математичної моделі процесу очищення стічної води сорбцій-
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ним фільтром, що включає визначення масообмінного коефіцієнта. 
Розв’язок відповідної оберненої задачі дає можливість істотно набли-
зити числові розрахунки до реальних експериментальних даних, більш 
точно прогнозувати й розраховувати ефективність процесу фільтру-
вання різних технологічних водно-дисперсних систем. 

1. Постановка задачі. Розглянемо просторово одновимірний (з ме-
тою спрощення викладів) процес очищення рідини шляхом фільтруван-
ня у фільтрі-шарі товщиною L  тотожним відрізку  0, L  осі 0x . Припу-

скаємо [10], що частки забруднення домішки можуть переходити з одно-
го стану в інший (процеси захоплення-відриву, сорбції-десорбції) і, при 
цьому, має місце зворотній вплив відповідних концентрацій на характе-
ристики розглянутого шару. Відповідний процес фільтрування з ураху-
ванням зворотного впливу характеристик процесу (концентрації забруд-
нення рідини й осаду) на характеристики середовища (коефіцієнти пори-
стості, фільтрації, дифузії, массообміну й т.п. за аналогією з [9; 10]) 
опишемо наступною модельною задачею: 

 

        

       

2

2

2

2

, , ,
,

,
, , ,

c

c x t x t c x t c
v D

t t x x
x t

c x t t x t D
t x



  

   

      
    
      

 (1) 

*
*0 0 0 0
( ), 0, 0, 0,

x t x t
c c t c  

   
    0, 0,

x L x L

c

x x



 

 
 

 
  (2) 

 
0

( ) ( , ) ( )
L

t x t dx t     , (3) 

де ( , )c x t  — концентрація домішок у рідкому середовищі в точці х у 

момент часу t , ( , )x t  — концентрація домішок, захоплених фільтром, 

  — коефіцієнт, що характеризує масові обсяги осадження домішок за 

одиницю часу,  t  — шуканий коефіцієнт, що характеризує масові 

обсяги відірваних від гранул засипки частинок,  t  — функція, що 

характеризує масовий розподіл осаду з часом (знаходиться експеримен-
тальним способом [14]), умова перевизначення (3) — призначено для 

знаходження  t  ([11; 12]),  * *
*( ), ,c t c t   * *

*( ),t t   — концентрації 

домішок та осаджених частинок на вході фільтра та в початковий мо-
мент часу відповідно,     — пористість фільтруючої засипки ( 0  — 

вихідна пористість засипки    0 * ,x t      ),  v grad p    — 
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швидкість фільтрування,     — коефіцієнт фільтрування   0     

 ,x t  (див. [10]), * 0, , ,     — тверді параметри (вони характери-

зують відповідні коефіцієнти    ,     — м'які параметри, знахо-

дяться експериментальним способом), cD , D  — коефіцієнт дифузії, де 

c cD b  , D b  , 0 1cb  , 0 1b  ,   — малий параметр, хара-

ктеризує відповідні збурення, p  — тиск. При цьому зазначимо, що в 

більше загальному випадку тиск  ,x tp p  варто було б визначати в 

результаті розв’язання рівняння     pp
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рема — різниця напорів    *
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2. Асимптотика розв’язку. Розв’язок системи (1) за умов (2) і 
(3) знаходимо у вигляді асимптотичних рядів (див., напр., [9; 10]): 
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( 0, 1i n  ) — функції типу пограншару, (відповідно поправки на вхо-

ді та на виході фільтраційного потоку), 1( )L x     , 
1/2( )L x      — відповідні регуляризуючі перетворення. 

Аналогічно [10], у результаті підстановки (4) в (1)—(3) і здійс-
нення стандартної «процедури прирівнювання», для визначення фун-
кцій ic , i , i  ( 0,i n ) приходимо до таких задач: 
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У результаті їх розв’язання маємо: 
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Наближені значення функцій  if x  знаходяться шляхом інтерпо-

лювання масиву  ,j jx t , 1,j n , де jx x j   , 
 1 0 0

0 0,

x
t t

v x t


  , 

   1 * 1 ,
,

j j i j j
j j

x
t t x t

v x t
  


  . 

Функції 
1

0

n
i

i
i

U U 



  

, 
1

0

n
i

i
i

U U 



   , 

1
/2

0

n
i

i
i

P P 



  

, 
1

/2

0

n
i

i
i

P P 



    

призначені для усунення неузгодженостей, внесених побудованими ре-

гулярними частинами  
0

,
m

i
i

i

c x t c 


  ,  
0

,
m

i
i

i

x t  


   в околах то-

чок 0,x x L   (входу та виходу фільтраційної течії), тобто забезпе-

чують виконання умов:    1nc U O
x

 
 

 
,    1nc U O

x
 

 


  

   1nP O
x

  
 

 
,    1nP O

x
  
 


 . Дані функції знаходяться 

аналогічно до [10]. Оцінка залишкових членів приводить до задачі, 
аналогічно до [10]. 

3. Результати числових розрахунків. Наведемо результати ро-

зрахунків за формулами (4) при *
* ( ) 170c t  мг/л, 0.8L  м, 

0 0.3  м2/с, v =10 м/год, 0 0.5  , * 1  , * 1  , * 1  . 
У результаті інтерполяції експериментальних даних [14] нами 

отримано масовий розподіл  t  осаду з часом (див. рис. 1а). Тим-

часову залежність відповідного масообмінного коефіцієнта  t  зо-

бражено на рисунку 1b. Зростання масообмінного коефіцієнта з ча-
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сом пояснюється тим, що (для даного випадку при отриманому екс-
периментально значенні  t ) у процесі осадження часток гранули 

пористої засипки максимально насичуються домішковими частинка-
ми й під дією гідравлічного напору ймовірність відриву частинок від 
гранул зростає до часу з  ефективної роботи фільтра.  

 
a b 

Рис 1. Масовий розподіл осаду  t  — (а) і відповідного  

масообмінного коефіцієнта  t  — (b) з часом 

Рис. 2. Розподіл  ,c x t  — (a)  

і  ,x t  — (b) в різні моменти  

часу 0t  

Рис. 3. Розподіл  ,c x t  і  ,x t  при 

2t   год і різних  ( 0.01   — 
суцільна лінія, 0.05   —  

пунктирна лінія) 

Вплив коефіцієнта дифузії на концентрації домішок у рідині та 
осаді проілюстровано на рисунку 2. На рисунку 3 зображено розподіл 
концентрації домішок у рідині та осаду у певні моменти часу. 

Звідси, задавши на виході фільтра (при 0.8x  ) допустиме зна-
чення концентрації 0.0015крc c   г/л, знаходимо час його захисної 

дії: 32зt t   год, що на 4% відрізняється від даних, отриманих дос-
лідним способом [14]. 
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Висновки. Побудовано математичну модель, що описує зако-
номірності фільтрування й нагромадження домішок у пористій заси-
пці з урахуванням зворотного впливу характеристик процесу (конце-
нтрації осаду) на характеристики середовища (коефіцієнти дифузії, 
масообміну) і включає можливість визначення невідомого масооб-
мінного коефіцієнта. Запропоновано алгоритм розв’язання відповід-
ної збуреної задачі, що, зокрема, забезпечує можливість визначення 
часу захисної дії фільтра. Наведено результати розрахунків розподілу 
питомої концентрації й масового об’єму домішок (по довжині фільт-
руючої пористої засипки) для різних моментів часу.  
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The mathematical model which describes laws of filtering and accumu-
lation of impurity in porous attachment taking into account return influence 
of characteristics of process (concentration of a deposit) on characteristics 
of environment (diffusion factors, mass exchange) is constructed and in-
cludes possibility of definition unknown mass exchange factor. The algo-
rithm of the decision of the corresponding indignant problem which, in 
particular, provides possibility of definition of time of protective action of 
the filter is offered. Results of calculations of distribution of specific con-
centration and mass volume of impurity (on length filtering porous attach-
ment) for the different moments of time are resulted.  

Key words: a nonlinear problem, filtering, a return problem, singular 
indignations, аsymptotic, identification of unknown parameter. 
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КОРЕКТНА РОЗВ’ЯЗНІСТЬ ЗАДАЧІ КОШІ  
ДЛЯ ПРОСТІШОГО КЛАСУ ВИРОДЖЕНИХ ПАРАБОЛІЧНИХ 

СИСТЕМ РІВНЯНЬ ТИПУ КОЛМОГОРОВА 

Для вироджених модельних параболічних систем рівнянь 
типу Колмогорова встановлено коректну розв’язність задачі 
Коші у просторах початкових даних, елементами яких є уза-
гальнені функції типу розподілів Л. Шварца. 

Ключові слова: вироджені параболічні системи, задача 
Коші, коректна розв’язність, основні та узагальнені функції. 

Вступ. При математичному моделюванні броунівського руху фі-
зичної системи А. М. Колмогоров прийшов до рівняння, яке у прос-
тішому випадку має вигляд [1] 

   
2 1

2 2 2
1 1 2( ; ) ( ; ), ( ; ), ( ; ) 0;    t x xx u t x a u t x x x x t x T        .  

Це рівняння є виродженим стосовно змінної 2x  з параболічною 

за Петровським диференціальною частиною 
1

2 2
t xa   . Воно має ва-

жливе значення при дослідженні теплових і дифузійних процесів з 
інерцією в однорідних середовищах. Відтак, наведене вище рівняння 
багаторазово узагальнювалось і досліджувалось різними авторами 

© О. Б. Васько, 2012
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