
Математичне та комп’ютерне моделювання 

242 

УДК 517.91:532.26 

Т. М. Пилипюк, викладач 

Кам'янець-Подільський національний університет  
імені Івана Огієнка, м. Кам'янець-Подільський 

ГІБРИДНЕ ІНТЕГРАЛЬНЕ ПЕРЕТВОРЕННЯ ТИПУ  
БЕССЕЛЯ—ФУР'Є—ЛЕЖАНДРА НА ПОЛЯРНІЙ ОСІ  

0 0r R   ІЗ СПЕКТРАЛЬНИМ ПАРАМЕТРОМ  

В КРАЙОВИХ УМОВАХ ТА УМОВАХ СПРЯЖЕННЯ 

Методом дельта-подібної послідовності (ядро Коші) за-
проваджено гібридне інтегральне перетворення типу Бессе-
ля—Фур'є—Лежандра на полярній осі з виколотим полюсом 
та з двома точками спряження в припущенні, що спектральний 
параметр бере участь в крайових умовах і умовах спряження. 

Ключові слова: гібридний диференціальний оператор, гі-
бридне інтегральне перетворення, ядро Коші, вагова функція, 
спектральна функція, спектральна щільність, функції впливу, 
основна тотожність. 

Вступ. Вивчення фізико-технічних характеристик композитних ма-
теріалів, які знаходяться в різних умовах експлуатації, математично при-
водить до задачі інтегрування сепаратної системи диференціальних рів-
нянь другого порядку на кусково-однорідному інтервалі. Одним із ефек-
тивних методів одержання інтегрального зображення аналітичного роз-
в'язку таких задач є метод гібридних інтегральних перетворень (ГІП), 
започаткованих в роботі [11]. Основні положення теорії ГІП закладено в 
роботі [12]. Ця стаття присвячена запровадженню одного з типів ГІП із 
спектральним параметром в умовах спряження та крайових умовах.  

Основна частина. Розглянемо диференціальні оператори Бессе-

ля, Лежандра та Фур’є: 
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З допомогою одиничної функції Гевісайда ( )x  [4] утворимо гі-

бридний диференціальний оператор (ГДО) 
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Запровадимо інтегральне перетворення, породжене на множині 

 2 0 1 1 2 2 0: ( , ) ( , ) ( , ); 0I r r R R R R R R        ГДО ( )
,M 

  , в при-

пущенні, що в крайових умовах та в умовах спряження бере участь 
спектральний параметр. 

Означення. Областю визначення ГДО ( )
,M 

   назвемо множину 

G вектор-функцій 1 2 3{ ( ); ( ); ( )}g g r g r g r  з такими властивостями:  

1) вектор-функція  ''
, 1 2 ( ) 3( ) [ ( )]; ( ); [ ( )]f r B g r g r g r     неперервна 

на 2I  , 

2) функції ( )jg r  задовольняють крайові умови  
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r
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      (2) 

3) функції ( )jg r  задовольняють умови спряження 
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k
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У рівностях (2), (3) прийняті позначення:  0 0 2 2 0
11 11 11       , 

 0 0 2 2 0
11 11 11       , 2 2( ) ,k k k

jm jm jm        2 2( )k k k
jm jm jm       , 

де 2 0     — спектральний параметр. 

Будемо вважати, що виконані умови на коефіцієнти:  
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Визначимо величини 
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вагову функцію 
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та скалярний добуток 
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Зауважимо, що із умов спряження (3) випливає базова тотожність: 
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Покажемо, що ГДО ( )
,M 

   самоспряжений оператор. 

Згідно правила (5) розглянемо вираз 
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Проінтегруємо в рівності (7) під знаками інтегралів два рази ча-
стинами: 
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В силу крайової умови в точці 0r R  вираз 
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В силу вибору чисел 1  та 2  і внаслідок базової тотожності (6) 

в точці 1r R  знаходимо, що 
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В силу вибору чисел 2  та 3  і внаслідок базової тотожності (6) 

в точці 2r R  знаходимо, що 
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Внаслідок співвідношень (9)—(11) та умови обмеження в точці 
r    позаінтегральні доданки в рівності (8) дорівнюють нулю. Рів-
ність (8) набуває вигляду 

    ( ) ( )
, ,[ ], , [ ] .M u v u M v 

     (12) 

Наявність рівності (12) означає, що ГДО ( )
,M 

   є самоспряжений. 

Звідси випливає, що власні числа ГДО ( )
,M 

   дійсні. Оскільки опера-

тор ( )
,M 

   має на множині 2I   одну особливу точку r   , то його 

спектр неперервний. 

Висновок: Спектр ГДО ( )
,M 

   дійсний та неперервний. Можна 

вважати, що спектральний параметр (0, )   . Йому відповідає дій-

сна спектральна вектор-функція 
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    
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При цьому функції ( )
, ; ( , )jV r

    повинні задовольняти відповідно 

диференціальні рівняння  

  ( )2
, 1 0 1, ;1( , ) 0, ( , )B b V r r R R

       , 
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2

( )2
2 1 2, ;22

( , ) 0, ( , )
d

b V r r R R
dr


  

 
    

 
, (14) 

  ( )2
( ) 3 2, ;3 ( , ) 0, ( , )b V r r R
        , 

крайові умови (2) та умови спряження (3); 1 2 2 1/2( )j j jb a k  , 2 0jk  . 

Фундаментальну систему розв'язків для диференціального рів-

няння Бесселя  2
, 1 0B b v     складають функції , 1( )J b r   та 

, 1( )N b r   [1]; фундаментальну систему розв'язків для диференціаль-

ного рівняння Лежандра  2
( ) 3 0b v    складають функції 

*
3

( ) ( )A chr
  та *

3

( ) ( )B chr
 , *

3 31 2 ib     [2]; фундаментальну систему 

розв'язків для диференціального рівняння Фур'є 
2

2
22

( ) 0
d

b v
dr

   скла-

дають функції 2cosb r  та 2sin b r  [3].  

В силу лінійності задачі (2), (3), (14) покладемо 
( )

1 , 1 1 , 1 0 1, ;1( , ) ( ) ( ), ( , )V r A J b r B N b r r R R
         , 

 ( )
2 2 2 2 1 2, ;2 ( , ) cos sin , ( , )V r A b r B b r r R R

      , (15) 

* *
3 3

( ) ( ) ( )
3 3 2, ;3 ( , ) ( ) ( ), ( , ).V r A A chr B B chr r R  

         

Крайова умова в точці 0r R  та умови спряження (3) для визна-

чення шести величин , ( 1,3)j jA B j   дають однорідну алгебраїчну 

систему з п'яти рівнянь: 
01 02

, ;11 1 0 1 , ;11 1 0 1( ) ( ) 0u b R A u b R B     , 

 
11 12

, ; 1 1 1 1 , ; 1 1 1 1

11 12
2 2 1 2 2 2 1 2

( ) ( )

( ) ( ) 0, 1,2;

j j

j j

u b R A u b R B

v b R A v b R B j

    

   
 (16) 

* *
3 3

( );21 ( );2221 22
1 2 2 2 1 2 2 2 2 3 2 3; 2 ; 2

( ) ( ) ( ) ( ) 0.j j j j
v b R A v b R B Y chR A Y chR B 

      
Сумісну алгебраїчну систему (16) розв'язуємо стандартним спо-

собом [5]. 

Нехай 02
1 0 , ;11 1 0( )A A u b R   , 01

1 0 , ;11 1 0( )B A u b R  , де 0 0A   під-

лягає визначенню. Перше рівняння системи (16) стає тотожністю. 
Для визначення величин 2 2,A B  маємо алгебраїчну систему: 

 11 12
2 2 1 2 2 2 1 2 0 , ; 1 1 0 1 1( ) ( ) ( , ), 1,2.j j jv b R A v b R B A b R b R j     (17) 
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Визначник алгебраїчної системи (17) обчислюється безпосередньо: 
11 12 11 12
12 2 1 22 2 1 22 2 1 12 2 1 21,1 2( ) ( ) ( ) ( ) 0.v b R v b R v b R v b R c b    

Алгебраїчна система (17) має єдиний розв'язок [5]: 

12 120
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21,1 2

( , ) ( ) ( , ) ( )
A

A b R b R v b R b R b R v b R
c b         , (18) 

11 110
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( , ) ( ) ( , ) ( ) .
A

B b R b R v b R b R b R v b R
c b          

При відомих 2A , 2B  для визначення величин 3A , 3B  отримуємо 

алгебраїчну систему: 

 * *
3 3

( );21 ( );22 0
2 3 2 3 , ;; 2 ; 2

21,1 2

( ) ( ) ( ), 1, 2.jj j

A
Y chR A Y chR B a j

c b
 

       (19) 

Визначник алгебраїчної системи (19) обчислюється безпосередньо: 

* * * *
3 3 3 3

( );21 ( );22 ( );21 ( );22
2 2 2 2;12 ;22 ;22 ;12

21,2
( )

( ) 3 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 0.
( )

Y chR Y chR Y chR Y chR

c
q

S b shR

   
   






 

  
 

Алгебраїчна система (19) має єдиний розв'язок [5]: 

 ( ) ( )
0 21,1 2 ( ) 3 3, ;2 , ;1( ), ( ), ( ).A c b q A B 

             (20) 

У рівностях (17)—(20) беруть участь функції: 
01 12 02 11

, ; 1 1 0 1 1 , ;11 1 0 , ; 1 1 1 , ;11 1 0 , ; 1 1 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),

1,2;

j j jb R b R u b R u b R u b R u b R

j

           


 

11 22 12 21
2 1 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( ); , 1, 2;jk j k j kb R b R v b R v b R v b R v b R j k     

, ; , ;21 1 0 1 1 1 2 1 2 2

, ;11 1 0 1 1 2 2 1 2 2

( ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ); 1, 2;

j j

j

a b R b R b R b R

b R b R b R b R j

   

 

  

 

 

 
 

* *
3 3

( );2 ( );2( )
, ; , ;2 2 , ;1 2;12 ;22

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1, 2j j
j a Y chR a Y chR j 

            . 

Всі інші функції загальноприйняті [6]. 
Підставивши обчислені за формулами (18) та (20) величини Аj та 

Вj ( 1,3)j   у рівності (15), одержуємо функції: 
( )

21 2 ( ), ;1

01 02
, ;11 1 0 , 1 , ;11 1 0 , 1

( , ) ( )

[ ( ) ( ) ( ) ( )]

V r c b q

u b R N b r u b R J b r


 

       

  

  
 

0
21 2 ( ) , ;11 1 0 1( ) ( , ),c b q b R b r     
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( ) 1
( ) , ;11 1 0 1 1 22 2 1 2, ;2

1
, ;21 1 0 1 1 12 2 1 2

( , ) ( )[ ( , ) ( , )

( , ) ( , )],

V r q b R b R b R b r

b R b R b R b r


   

 

   

 

 


 

 1 12 11
2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2( , ) ( ) cos ( ) sinj j jb R b r v b R b r v b R b r   , (21) 

* *
3 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ;3 , ;1 , ;2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )V r B chr A chr    

            . 

Згідно рівності (13) спектральна вектор-функція стає відомою 
(визначеною). 

Введемо до розгляду спектральну щільність 

 
12 2( ) ( )( )

, ( ) 3 ( ) 3, ;1 , ;2( ) ( ) ( ) ( ) ( )S b b 
            


             

. (22) 

Наявність вагової функції ( )r , спектральної вектор-функції 
( )
, ( , )V r

    та спектральної щільності ( )
, ( )

    дозволяє визначити 

пряме ( )
,H 

   та обернене ( )
,H 

 
  гібридне інтегральне перетворення 

(ГІП), породжене на множині 2I   ГДО ( )
,M 

   [7]:  

 

0

( ) ( )
, ,[ ( )] ( ) ( , ) ( ) ( ),

R

H g r g r V r r dr g 
      



    (23) 

 ( ) ( ) ( )
, , ,

0

2
[ ( )] ( ) ( , ) ( ) ( ),H g g V r d g r  

         



      (24) 

де вектор-функція ( )g r G . 

Математичним обґрунтуванням формул (23) та (24) є тверджен-
ня про інтегральне зображення вектор-функції ( )g r G . 

Теорема 1 (про інтегральне зображення). Якщо вектор-функція 
1/2

0 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )f r r R R r r r R R r r R shr g r                

неперервна, абсолютно сумовна та має обмежену варіацію на множи-

ні 0( , )R  , то для будь-якого 2r I   справджується інтегральне зоб-

раження 

 

0

( ) ( ) ( )
, , ,

0

2
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) .

R

g r V r g V d d  
             



 

    (25) 

Доведення. Доведення теореми здійснимо методом дельта-
подібної послідовності — ядро Коші: фундаментальна матриця роз-
в'язків задачі Коші для сепаратної системи диференціальних теплоп-

ровідності параболічного типу, породженої ГДО ( )
,M 

  . 
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Побудуємо обмежений в області  2 2( , ) : (0, );D t r t r I      

розв'язок сепаратної системи диференціальних рівнянь з частинними 
похідними параболічного типу [8] 

2 21
1 1 1 , 1 0 1[ ] 0, ( , )

u
u a B u r R R

t  


   


, 

 
2

2 22 2
2 2 2 1 22

0, ( , )
u u

u a r R R
t r


 

   
 

, (26) 

2 23
3 3 3 ( ) 3 2[ ] 0, ( , )

u
u a u r R

t 


     


 

з початковими умовами 

 

1 0 1 0 1

2 0 2 1 2

3 0 3 2

( , ) ( ), ( , ),

( , ) ( ), ( , ),

( , ) ( ), ( , ),

t

t

t

u t r g r r R R

u t r g r r R R

u t r g r r R







 

 

  

 (27) 

однорідними крайовими умовами 

  0 3
11 1

0

[ ] 0, lim 0
r

u
L u

r R r


 

 
 (28) 

та умовами спряження 

  1 2 1[ ] [ ] 0; , 1, 2.k k
j k j k

k

L u L u j k
r R  


 (29) 

Тут беруть участь диференціальні оператори 

0 0 0 0 0
1 11 11 11 11 ,jL

t r t
             

 

, , , 1,2.k k k k k
jm jm jm jm jmL j m k

t r t
              

 

Припустимо, що шукана вектор-функція  1 2( , ) ( , ); ( , );u t r u t r u t r  

3( , )u t r  є оригіналом Лапласа стосовно t  [9]. У зображенні за Лапласом 

одержуємо крайову задачу: побудувати обмежений на множині 2I   роз-

в'язок сепаратної системи звичайних диференціальних рівнянь Бесселя, 
Фур'є та Лежандра для модифікованих функцій 

 2 *
, 1 1 1 0 1( , ) ( ), ( , )B q u p r g r r R R      , 

 
2

2 *
2 2 2 1 22

( , ) ( ), ( , )
d

q u p r g r r R R
dr

 
     

 
, (30) 
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 2 *
( ) 3 3 3 2( , ) ( ), ( , )q u p r g r r R       

з крайовими умовами 

 
*

0 0 * 3
11 11 1

0

( , ) 0, lim 0
r

dud
u p r

r Rdr dr
 



      
 (31) 

та однорідними умовами спряження 

 
* *

1 1 2 2 1( , ) ( , ) 0,

, 1,2.

k k k k
j j k j j k

k

d d
u p r u p r

r Rdr dr

j k

    
                



 (32) 

У рівностях (30)—(32) беруть участь функції: 

2 ( )j j jg a g r , *

0

( , ) ( , ) pt
k ku p r u t r e dp


  , 2 2 2( )j j jq a p   , 

0 0 0
11 11 11p    , 0 0 0

11 11 11p    , k k k
jm jm jmp    , 

k k k
jm jm jm p    , , , 1,2j m k  ; p is   з 0Re p    ,  

де 0  — абсциса збіжності інтеграла Лапласа, та Im ( , )p s    . 

При цьому ми вважаємо, що 0 0 0
11 11 1 0 11( ) 0g R      та числа 

1 1 2 1 2 1( ) ( ) [ ( ) ( )] 0, , 1,2k k k k
jk j k k j k k j k k j k kg R g R g R g R j k            .  

У протилежному випадку переходимо до нових початкових даних 

1 1 1 1( ) ( ) ( )r g r a r b    , 2 2 2 2( ) ( ) ( )r g r a r b    , 3 3 3( ) ( )r g r b    й 

знаходимо числа 1a , 2a  та 1 2 3, ,b b b  із системи алгебраїчних рівнянь 

  0 0 0 0
11 0 11 1 11 1 11,R a b       (33) 

   1 1 1 2 2 1 2 1 , , 1,2.k k k k k k
j k j k j k j k j k j k jkR a b R a b j k       

       
   

Тут 3 0a  . Алгебраїчна система (33) при виконанні умов на ко-

ефіцієнти має єдиний розв'язок, який можна одержати, наприклад, за 
правилами Крамера [5]. 

Фундаментальну систему розв'язків для диференціального рів-

няння Бесселя  2
, 1 0B q v     складають модифіковані функції Бес-

селя 1 , 1( )v I q r   та 2 , 1( )v K q r   [1]; фундаментальну систему роз-

в'язків для диференціального рівняння Фур'є 
2

2
22

0
d

q v
dr

 
   

 
 складаю-

ть функції 1 2v chq r  та 2 2v shq r  [3]; фундаментальну систему роз-
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в'язків для диференціального рівняння Лежандра  2
( ) 3 0q v    

складають узагальнені приєднані модифіковані функції Лежандра 

3

( ) ( )P chr
  та 

3

( ) ( )L chr
 , 3 31/ 2 q     [2]. 

Наявність фундаментальної системи розв'язків дозволяє побудува-
ти розв'язок крайової задачі (30)—(32) методом функцій Коші [3; 4]: 

1

0

* * 2 1
1 1 , 1 1 , 1 1 1( , ) ( ) ( ) ( , , ) ( )

R

R

u p r A I q r B K q r E p r g d
           , 

 
2

1

* *
2 2 2 2 2 2 2( , ) ( , , ) ( )

R

R

u p r A chq r B shq r E p r g d      , (34) 

3

2

( )* *
3 3 3 3( , ) ( ) ( , , ) ( )

R

u p r B L chr E p r g sh d
    



   . 

У рівностях (34) *( , , )jE p r   — функції Коші [3,4]: 

 

12
* 1
1

, ;11 1 0 1 1

0* 1*
, ;11 1 0 1 , ;11 1 1 1 0 1

0* 1*
, ;11 1 0 1 , ;11 1 1 1 0 1

( , , )
( , )

( , ) ( , ), ,

( , ) ( , ), ,

q
E p r

q R q R

q R q r q R q R r R

q R q q R q r R r R



 

   

   



 

 

 


    
    

 (35) 

 

*
2

2 11 2 1 2 2

1 2
12 2 1 2 11 2 2 2 1 2

1 2
12 2 1 2 11 2 2 2 1 2

1
( , , )

( , )

( , ) ( , ), ,

( , ) ( , ), ,

E p r
q q R q R

q R q r q R q R r R

q R q q R q r R r R



 

 

  


    
    

 (36) 

 
3

3 3

3 3

( ) 3*
3 ( );22

2;12

( ) ( ),2
2 2;12

( ) ( ),2
2 2;12

( )
( , , )

( )

( ) ( , ), ,

( ) ( , ), .

B q
E p r

Z chR

L ch F chR chr R r

L chr F chR ch R r






 
 

 
 



 

 

 

    
   

 (37) 

Крайова умова в точці 0r R  та умови спряження (32) для ви-

значення п'яти величин 1 2,A A  та 1 2 3, ,B B B  дають неоднорідну алгеб-

раїчну систему з п'яти рівнянь: 
01 02
, ;11 1 0 1 , ;11 1 0 1( ) ( ) 0,U q R A U q R B      
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11 12 11 12 *
, ; 1 1 1 1 , ; 1 1 1 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 12( ) ( ) ( ) ( ) ,j j j j jU q R A U q R B V q R A V q R B G         (38) 

3

( );2221 22 *
1 2 2 2 1 2 2 2 2 3 2 23; 2( ) ( ) ( ) , 1, 2.j j jjV q R A V q R B Z chR B G j

      

У системі (38) беруть участь функції 
1

0

0**
, ;11 1 0 1* 2 111

12 12 1
1 , ;11 1 0 1 1

( , )( )
( )

( , )

R

R

q R qc p
G g d

R q R q R

  


 


  




 

  

2

1

2
* 11 2 2 2
21 2

11 2 1 2 2

( , )
( ) ,

( , )

R

R

q R q
c g d

q R q R


 




  

2

1

3

2 3

1
* * 12 2 1 2
23 12 2

11 2 1 2 2

( )*
22

3( );22
2 2;12

( , )
( )

( , )

( )
( )

( )

R

R

R

q R q
G c g d

q R q R

L chc
g sh d

shR Z chR








 


  




  








 

та символ Кронекера 2j  [5]. 

Введемо до розгляду функції: 

, ; , ;11 1 0 1 1 2 2 1 2 2

, ;21 1 0 1 1 1 2 1 2 2

( ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ),

j j

j

A p q R q R q R q R

q R q R q R q R

   

 

   

 
 

3

3

( );22
( ); 2 1 2 1 2 2;22

( );22
2 2 2 1 2 2;12

( ) ( ) ( , )

( ) ( , ), 1, 2,

j j

j

B p Z chR q R q R

Z chR q R q R j


 




  

  
 

1
, ;1 , ;11 1 0 1 1 22 2 1 2

1
, ;21 1 0 1 1 12 2 1 2

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ),

r p q R q R q R q r

q R q R q R q r

   

 

    

 
 

3

3

( );22 2
( );2 2 21 2 2 2;12

( );22 2
2 11 2 2 2;22

( , ) ( ) ( , )

( ) ( , )

r p Z chR q R q r

Z chR q R q r


 




   

 
. 

Припустимо, що виконана умова однозначної розв'язності кра-
йової задачі (30)—(32): для p is   з 0Re p    , де 0  абсциса 

збіжності інтеграла Лапласа, та Im ( , )p s     визначник алгеб-

раїчної системи (38) відмінний від нуля 

 3 3

( );22 ( );22( )
, , ;1 2 , ;2 2;22 ;12

, ;11 1 0 1 1 ( );2 , ;21 1 0 1 1 ( );1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( ) 0.

p A p Z chR A p Z chR

q R q R B p q R q R B p

 
      

     

   

   
 (39) 

Визначимо породжені неоднорідністю системи (30) функції впливу: 
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0* 1*
2 , ;11 1 0 1 ( );2 , ;11 1 1 1( )* 1

, ;11 ( ) 0* 1*
, , ;11 1 1 1 ( );2 , ;11 1 1 1

( , ) ( ) ( , )
( , , )

( ) ( , ) ( ) ( , )

q R q r B p q R qq
H p r

p q R q B p q R q r

     
  

      






     
    

 

1*
( );1 , ;21 1 1 1 0 1

1*
( );1 , ;21 1 1 1 0 1

( ) ( , ) , ,

( ) ( , ) , ,

B p q R q R r R

B p q R q r R r R

  

  

 



    
    

 

*
( )* 0*21

, ;11 1 0 1 ( );2, ;12 ( )
,

( , , ) ( , ) ( , )
( )

c
H p r q R q r p

p


    
 

   


, 

3

* *
( )* ( )0*21 22 2

, ;11 1 0 1, ;13 ( )
2 ,

( , , ) ( , ) ( )
( )

c c q
H p r q R q r L ch

shR p
 

   
 

  


, 

 
*

( )* 0*11
, ;11 1 0 1 ( );2, ;21 2 1 ( )

1 ,

1
( , , ) ( , ) ( , )

( )

c
H p r q R q r p

R p


     
 

 


  


, (40) 

( )*
, ;22 ( )

2 ,

, ;1 ( );2 1 2

, ;1 ( );2 1 2

1
( , , )

( )

( , ) ( , ), ,

( , ) ( , ), ,

H p r
q p

r p p R r R

p r p R r R


  

 

  

  



 

 

 


        

 

3

*
( )* ( )22

, ;1, ;23 ( )
2 ,

1
( , , ) ( , ) ( )

( )

c
H p r r p L ch

shR p
 

   
 

  


, 

3

* *
( )* ( )0*11 12 2

, ;11 1 0 1, ;31 2 1 ( )
1 ,

1
( , , ) ( , ) ( )

( )

c c q
H p r q R q L chr

R p
 

    
 

 


 


, 

3

*
( )* ( )12

, ;1, ;32 ( )
,

( )
( , , ) ( , ) ( )

( )

c p
H p r p L chr

p
 

   
 

  


, 

3 3

3 3

( ) ( );2
, ;2 2;12( ) 3( )*

, ;33 ( ) ( ) ( );2
, , ;2 2;12

( ) ( ) ( , )( )
( , , )

( ) ( ) ( ) ( , )

L ch A p F chR chrB q
H p r

p L chr A p F chR ch

 
  

    
    






    
  

 

3

3

( );2
, ;1 2 2;22

( );2
, ;1 2 2;22

( ) ( , ) , ,

( ) ( , ) , .

A p F chR chr R r

A p F chR ch R r


  


  



 

    
    

 

У результаті однозначної розв'язності алгебраїчної системи (38) 
й підстановки одержаних значень 1A , 2A  та 1B , 2B , 3B  у формули 
(34) маємо єдиний розв'язок крайової задачі (30)—(32): 
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1

0

2

1 2

( )** 2 1
1, ; 1

( )* ( )*
2 3, ; 2 , ; 3

( , ) ( , , ) ( )

( , , ) ( ) ( , , ) ( ) , 1,3.

R

j j
R

R

j j
R R

u p r H p r g d

H p r g d H t r g sh d j

 
 

 
   

   

      





 

  



 

 (41) 

Повертаючись до оригіналу, одержуємо єдиний розв'язок пара-
болічної задачі (26)—(29): 

 

1

0

2

1

2

( ) 2 1 2
1 1, ; 1

( ) 2
2 2, ; 2

( ) 2
3 3, ; 3

( , ) ( , , ) ( )

( , , ) ( )

( , , ) ( ) , 1,3.

R

j j
R

R

j
R

j
R

u t r H t r g d a

H t r g d a

H t r g sh d a j

 
 


 


 

   

  

   

 






 

 

 







 (42) 

Тут за означенням 

 
0

0

( ) ( )*
, ; , ;

1
( , , ) ( , , ) , , 1,3.

2

i
pt

jk jk
i

H t r H p r e d j k
i


 

   


  


 

 

   (43) 

Особливими точками функцій впливу ( )*
, ; ( , , )jkH p r

    є точки 

галуження 2
1p   , 2

2p   , 2
3p    та p   . Якщо покласти 

1 1 2 2 1/2( )j j j j jq ia b ia k    , де 2 0jk  , то одержимо, що 

2 2( )p     , 2dp d   . При 2 2
1 0   , 2

1 0k  , 2 2 2
2 1 2 0k     , 

2 2 2
3 1 3 0k     ; при 2 2

2 0   , 2 2 2
1 2 1 0k     , 2

2 0k  , 2 2
3 2k    

2
3 0  ; при 2 2

3 0   , 2 2 2
1 3 1 0k     , 2 2 2

2 3 2 0k     , 2
3 0k  . 

Якщо скористатися методом контурного інтегралу, лемою Жор-
дана й теоремою Коші [9], то формули (43) можна перетворити до 
розрахункових: 

   2 2( ) ( )* 2 2 ( )
, ; , ;

0

2
( , , ) Im ( ), , .i t

jk jkH t r H e r e d    
        




     (44) 

Тут  2 2 2 2
1 2 3max ; ;    ; , 1,3j k  ; Im( )  означає уявну час-

тину виразу ( ) , 2 2 2 2
* ( ) ( ).iP e         

Наведемо необхідні в подальшому співвідношення: 
1 1

2 2 2 2 2( ) ( ) sin cos , ( ) ( )m m m m m m
jk m jk m jk m jk m jk jkV ib R v b R b b R b R p          , 
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2 2
2 2

2 2 2

( ) ( )

[ cos sin ], ( ) ( )

m m
jk m jk m

m m m m
jk m jk m jk jk

V ib R v b R

i b b R b R p    

 

   
, 

11 22
2 1 2 2 2 2 1 1 2 2

12 21
2 2 1 1 2 2 2 1 2 2

( , ) [ ( ) ( )

( ) ( )] ( , )

jk j k

j k jk

ib R ib R i v b R v b R

v b R v b R i b R b R

  

 
, 

, ; 1 1 0 1 1 , ; 1 1 0 1 1 , ; 1 1 0 1 1( , ) ( , ); ( , )
2

i
j j jib R ib R e b R b R b R b R 

     
       

01 12 02 11
, ;11 1 0 , ; 1 1 1 , ;11 1 0 , ; 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )j ju b R u b R u b R u b R         ; 

, ; , ;11 1 0 1 1 2 2 1 2 2 , ;21 1 0 1 12
( ) [ ( , ) ( , ) ( , )ii

j jA p e b R b R b R b R b R b R 
       

      

1 2 1 2 2 , ;( , )] exp( ) ( ), 1, 2
2j j
i

b R b R i a j 
       ; 

* * *
3 3 3

( );22 ( );21 ( );22 *
2 2 ( ) 3 2 3 3; 2 ; 2 ; 2

( ) ( ) ( ) ( ), 1 / 2
j j j

Z chR Y chR i b Y chR ib  
        ; 

*
3

*
3

( );21( ) 2 2
, , ;1 2;22

( );21
, ;2 2 ( ) 3;12

( ( )) { ( ) ( )
2

( ) ( ) ( )

ii
e a Y chR

a Y chR i b

  
    


  

  

 

      

  
 

* *
3 3

( );22 ( );22
, ;1 2 , ;2 2;22 ;12

( ( ) ( ) ( ) ( )}a Y chR a Y chR 
          

( ) ( )
( ), ;1 , ;2[ ( ) ( )];

2
ii

e i  
   

         

* * *
3 3 3

( ) ( ) ( )
( ) 3( ) ( ) ( ) ( )L chr A chr i b B chr  
    ; 

* *
3; 2 3; 2

( ),2 ( ),2
2 ( ) 3 2( , ) ( ) ( , )

j j

F chR chr z b f chR chr 
     

* * * *
3; 2 3 3; 2 3

( ),21 ( ) ( ),22 ( )
( ) 3 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;

j j

z b Y chR B chr Y chR A chr   
    

    
  

( ) 3 1 ( ) 3 1( ) cos ( )sinz b i b       ; 

1
( ) 3 1 3 2 1 3( ) cos (2 ) cos cos (2 )b sh b ch b             ; 

1

2

2
3

( ) 3 3 12

( ) 3 ( ) 3 ( ) 3 2

3 3 12

1
2 ( ) ( )

2
( ) ( ) ( ) ;

1
2 (2 ) ( )

2

b Г ib
z b B ib S b

sh b Г ib




  


  

 






  
 

 

 

12 1 2
1

( );
2

      

0* 0
, ;11 1 0 1 , ;11 1 0 1( , ) ( , )

2
iib R ib r b R b r 

   
       
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01 02
, ;11 1 0 , 1 , ;11 1 0 , 1( ) ( ) ( ) ( ) ;

2
ie u b R N b r u b R I b r 

       
        

2 2 1
, ;1 , ;11 1 0 1 1 22 2 1 2( , ( )) ( , ) ( , )

2
ir ie b R b R b R b r 

   
           

1
, ;21 1 0 1 1 12 2 1 2( , ) ( , )b R b R b R b r     . 

Виконавши зазначені у формулах (44) операції, одержуємо: 

2 2( ) ( )( ) ( ) ( ) 2
, ; ,, ; , ;

0

2
( , ) ( , ) ( , ) ( ) ;

, 1,3.

t
j k kjk kH t r e V r V d a

j k

    
           




  



  (45) 

Розв'язок (42) параболічної задачі (26)—(29) набуває вигляду: 
1

2 2 ( )( ) ( ) 2 1 ( )
, ; 1 1 ,, ;1

0 0

2
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

R
t

j ju t r e V r g V d d    
            




  

 
   
 
 

   

2
2 2

1

( )( ) ( ) ( )
, ; 2 2 ,, ;2

0

2
( , ) ( ) ( , ) ( )

R
t

j
R

e V r g V d d   
           




 

 
   
 
 

   (46) 

2 2

2

( )( ) ( ) ( )
, ; 3 3 ,, ;3

0

2
( , ) ( ) ( , ) ( ) ; 1,3.t

j
R

e V r g V sh d d j   
            



 
 

 
   
 
 

   

Внаслідок початкових умов (27) та властивостей функцій впливу 
як дельта-подібних по t  послідовностей при 0t    маємо інтегра-
льні зображення: 

1

0

( ) ( ) 2 1 ( )
1 1 1 ,, ;1 , ;1

0

2
( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ,

R

R

g r g V r V d d   
            




    (47) 

 
2

1

( ) ( ) ( )
2 2 2 ,, ;2 , ;2

0

2
( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ,

R

R

g r g V r V d d  
           





    (48) 

2

( ) ( ) ( )
3 3 3 ,, ;3 , ;3

0

2
( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) .

R

g r g V r V sh d d  
            



 

    (49) 

Якщо рівність (47) помножити на 0 1( ) ( )r R R r   , рівність 

(48) помножити на 1 2( ) ( )r R R r   , а рівність (49) помножити на 

2( )r R   і скласти, то одержимо інтегральне зображення (25). 

В основі застосувань запровадженого ГІП знаходиться основна 

тотожність інтегрального перетворення ГДО ( )
,M 

  . 
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Теорема 2 (про основну тотожність). Якщо вектор-функція 

 , 1 2 ( ) 3( ) [ ( )]; ( ); [ ( )];f r B g r g r g r     неперервна на множині 2I  , а 

функції ( )jg r  задовольняють крайові умови 

0

0 0
11 11 1 0( ) ,

r R

d
g r g

dr
 



   
 

  

 
, ;3 , ;3

( ) ( )3
3( , ) ( ) 0lim

r

dg d
shr V r g r V

dr dr   

 


  
   

  
 (50) 

та умови спряження 

 
1 1 2 2 1( ) ( ) ,

, 1,2,

k k k k
j j k j j k jk

k

d d
g r g r

r Rdr dr

j k

    
                



  
 (51) 

то має місце ГІП ГДО ( )
,M 

  : 

 

( ) ( ) 2
, ,

3
2 0 1 2 2 1 ( )

11 1 1 0 , 0 0
1

2

, ;12 2 , ;22 1
1

[ ( )] ( )

( ) ( ) ( , )

( ) ( ) .

j j
j

k k
k k k

k

H M g r g

k g a R V R g

d Z Z

 
   

 
 

   

 

   

   

 





     

   

   







   (52) 

У рівності прийняті позначення: 
2 2 1 2

1 1 1 1 11,1 2 2 2 11,2: , :d a R c d a c   , 

1

0

( ) 2 1
1 1 1, ;1( ) ( ) ( , ) ,

R

R

g g r V r r dr 
       

2

1

( )
2 2 2, ;2( ) ( ) ( , ) ,

R

R

g g r V r dr
      

2

( )
3 3 3, ;3( ) ( ) ( , ) ,

R

g g r V r shrdr
   



   

  ( )
, ; 2 2 2 , ; 1( ) ( , ) , , 1,2.

k

k k k
j j j r Rk

dZ V r j kdr


           
Доведення справедливості основної тотожності (52) здійснюєть-

ся за логічною схемою доведення ідентичної теореми в [10]. 

Висновок: Встановлені правила (23), (24) та (52) складають ма-
тематичний апарат для розв’язання відповідних стаціонарних та не-
стаціонарних задач математичної фізики в куcково-однорідних сере-
довищах з м’якими межами. 
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