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НЕСТАЦІОНАРНИЙ КОЛОКАЦІЙНО-ІТЕРАТИВНИЙ МЕТОД 
РОЗВ’ЯЗУВАННЯ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧІ ДЛЯ ЗВИЧАЙНИХ 

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ З ПАРАМЕТРАМИ 

Розглядається питання застосування нестаціонарного ко-
локаційно-ітеративного методу до розв’язування крайових за-
дач для звичайних диференціальних рівнянь з параметрами. 
Побудовано алгоритм методу, встановлено достатні умови йо-
го збіжності. 

Ключові слова: крайова задача, диференціальні рівняння, 
інтегральне рівняння, нестаціонарний колокаційно-ітератив-
ний метод. 

Вступ. При математичному моделюванні фізичних, хімічних, 
біологічних та економічних процесів виникають різноманітні задачі 
для диференціальних, інтегральних, інтегро-диференціальних рівнянь 
та їх систем.  

У більшості практичних ситуацій отримання точного аналітич-
ного розв’язку таких задач є досить складним процесом і потребує 
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значних зусиль, або знайдений розв’язок є не досить зручним для 
використання. Тому в останні десятиріччя широкого розповсюджен-
ня набули наближені методи розв’язування задач, що пов’язані із за-
стосуванням обчислювальної техніки. У той же час пошук нових, 
більш ефективних, і удосконалення вже існуючих методів продовжує 
залишатися досить актуальною задачею. 

Одними із ефективних і досить простих є методи проекційно-
ітеративного типу, загальна теорія яких створена А. Ю. Лучкою [1–3]. 

У цій роботі запропоновано варіант модифікованого проекційно-
ітеративного методу — нестаціонарний колокаційно-ітеративний ме-
тод для розв’язування крайової задачі для диференціальних рівнянь з 
параметрами та встановлюються умови його збіжності.  

Постановка проблеми. Нехай потрібно відшукати функцію ( )x t  і 

параметр lR  , які задовольняють диференціальне рівняння вигляду 

 ( ) ( 1)
1( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ( )m m

mx t p t x t p t x t f t c t      , (1) 

( , )t a b , lR  ,  

крайові умови  

 ( )s sU x  , 0, 1s m   (2) 

та додаткові умови 

 ( )r rФ x  , 1, ,r l  (3) 

де  

 ( ) ( )

1

( )
0

( ) ( )j j
sj

m

s sjx a x
j

U x b





  , 

( )rФ x , 1,r l  — лінійні неперервні функціонали на класі непере-

рвних функцій, в частковому випадку  

( ) ( )r rФ x x t , 1 2 ... la t t t b     , 1,r l ,  

s , r , sj , sj  — задані числа, ( )f t  — відома функція, визначена і 

неперервна на відрізку  ,a b , ( )ip t , 1,i m  — функції, визначені і не-

перервні на відрізку  ,a b , ( )c t   — скалярний добуток вектора 

 1 2, ,..., l     і неперервної вектор-функції 1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))lc t c t c t c t , 

( )x t  — шукана функція. 

Основна частина. Застосуємо до задачі (1)–(3) нестаціонарний 
колокаційно-ітеративний метод.  

Представимо крайову задачу (1)–(3) у вигляді  
 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),Ax t b t f t d t Bx t       (4) 
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 ( )s sU x  , 0, 1s m  , (5) 

 ( )r rФ x  , 1, ,r l  (6) 
де 

 ( ) ( 1)
1( )( ) : ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )m m

mAx t x t a t x t a t x t    , (7) 

 ( 1) ( 2)
1 2( )( ) : ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )m m

mBx t g t x t g t x t g t x t     , (8) 

( ) ( ) ( )i ig t a t p ti   , 1,i m ,  

( ) ( ) ( )d t b t c t  , 

( )ia t , ( )ig t , 1,i m , — неперервні на відрізку  ,a b , а неперервна век-

тор-функція ( )b t  підібрана таким чином, що однорідна крайова задача 

 ( )( ) ( ) 0A t b t    , (9) 

 ( ) 0sU    , ( ) 0rФ   , 0, 1s m  , 1,r l , (10) 

має тільки тривіальний розв’язок ( ) 0t  , 0  . 
Суть нестаціонарного колокаційно-ітеративного методу для за-

дачі (4)–(6) полягає в наступному. 

Нехай на відрізку  ,a b  задано систему точок колокації  jt , 

0,j n , неспадну послідовність натуральних чисел  kn , k  1, 2, 3, …, 

таку, що 0kn n , 0n n , де k N  — деяке фіксоване число. 

Нехай наближення 1( )kx t , 1k   уже побудовані. Тоді k -те на-
ближення знаходимо із такої допоміжної задачі 
 ( )( ) ( ) ( )k k kAx t b t t   , (11) 

 ( )s k sU x  , 0, 1s m  , (12)  

 ( )r k rФ x  , 1,r l , (13)  

в якій функція ( )k t  в кожній ітерації шукається у вигляді  

 
0

( ) ( )
kn

k
k j j

j

t c t 


  , (14)  

а невідомі коефіцієнти k
jc  знаходимо з умови 

  ( ) ( ) ( ) 0
b

k k i
a

t u t t dt   , 0, ki n , (15) 

де 
 ( ) ( ) ( ) ( )( )k k ku t f t d t Bz t   , (16) 

 1( ) ( ) ( )k k kz t x t t  , (17) 



Серія: Фізико-математичні науки. Випуск 9 

85 

 1k k k    , (18) 

 
0

( ) ( )
n

k
k j j

j

t a t 


  , k N , (19) 

 
0

n
k

k j j
j

a 


  , k N . (20)  

Невідомі параметри k
jа  визначаємо з умови 

 1( ) ( ) ( )( ) ( )k i k i k i i ku t u t A t b t    . (21)  
Нульове наближення визначаємо із задачі 

 0 0 0( )( ) ( ) ( )Ax t b t u t   , (22) 

 0( )s sU x  , 0, 1s m  , (23)  

 0( )r rФ x  , 1,r l , (24) 

в якій 0 ( )u t  — задана функція. 

Відносно системи функцій  ( )j t , 0,j n , і системи векторів  j , 

0,j n , будемо вважати, що вони задані або визначаються із задачі 

 ( )( ) ( ) ( )j j jA t b t t     , (25) 

 ( ) 0s jU   , 0, 1s m  , (26) 

 ( ) 0r jФ   , 1,r l , 0,j n , (27) 

де  ( )j t  — задана система лінійно-незалежних, неперервних функцій. 

Достатні умови збіжності методу і оцінки похибок в просторі 

  2 ,L a b . Алгоритм (11)–(24) зводиться до нестаціонарного колока-

ційно-ітеративного методу розв’язування інтегрального рівняння 
Фредгольма. 

Для цього скористаємося тим очевидним фактом, що побудова 
функції ( )k t  за допомогою співвідношень (14), (15) рівносильна 
обчисленню інтеграла 

 ( ) ( , ) ( )
b

k k k
a

t P t s u s ds   , (28) 

де функція ( , )kP t s  визначається співвідношенням  

 
0 0

( , ) ( ) ( )
k kn n

k ij i j
i j

P t s a t s 
 

   (29) 

і розглянемо наступні співвідношення  
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 1
0

( )( ) ( ) ( ) ( )
n

k
k k k j j

j

Az t b t t a t  


    , (30) 

 ( )s k sU z  , 0, 1s m  , (31)  

 ( )r k rФ z  , 1,r l , (32)  

які безпосередньо випливають із співвідношень (17)–(20), (11), (25).  
Знайдемо розв’язок задачі (30)–(32), отримуємо 

 1( ) ( ) ( , )( ( ) ( ))
b

k k k
a

z t h t G t s s s ds    , (33) 

 1( )( ( ) ))
b

k k k
a

Г s s ds      , (34) 

 
0

( ) ( )
n

k
k j j

j

t a t 


  . (35) 

Підставимо значення для ( )kz t  і k , які виражаються співвід-

ношеннями (33), (34) у співвідношення (16), отримуємо 

 1( ) ( ) ( , )( ( ) ( ))
b

k k k
a

u t l t K t s s s ds    , (36) 

де 

 ( ) ( ) ( ) ( )l t f t d t Bh t   ,  ( , ) ( ) ( ) ( , )K t s d t Г s B G t s  . 

Співвідношення (36) підставимо в (28), отримуємо 

  1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ,
b b b

k k k k k
a a a

t P t s l s ds P t K s s s dsd           (37) 

Умова (21) при врахуванні співвідношень (20), (25), (35) може 
бути записана у вигляді  
 1( ) ( ) ( ) 0k i k i k iu t u t t   . (38) 

Отже, алгоритм (11)–(24) розв’язування крайової задачі (1)–(3) зво-
диться до алгоритму (37), (38), (35) нестаціонарного колокаційно-
ітеративного методу розв’язування інтегрального рівняння Фредгольма. 

Із співвідношень (36), (37) видно, що якщо до обох частин спів-
відношення (35) застосувати оператор kP , то легко отримуємо спів-

відношення (36).  
Таким чином, збіжність методу (11)–(24) розв’язування крайової 

задачі (1)–(3) зводиться до збіжності нестаціонарного колокаційно-
ітеративного методу (37), (38), (35) розв’язування інтегрального рів-
няння Фредгольма. 
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Отже, буде справедливою теорема, яка виражає умови збіжності 
запропонованого методу. 

Теорема 1. Якщо виконуються умови: 

1) 1nq  ;  

2) 

2

lim ( ) ( , ) ( ) 0
b b

k
k

a a

g t P t s g s ds dt


    
  
  ,   2 ,g L a b  ,  

де nq  — додатна константа, тоді крайова задача (1)–(3) має єдиний 

розв’язок *( )x t , *  і послідовності  ( )kx t ,  k , побудовані згідно 

методу (11)–(24) збігаються до цього розв’язку. 

Доведення. Відомо [4], що крайова задача (1)–(3) рівносильна 
інтегральному рівнянню 

 ( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

u t l t K t s u s ds   , (39) 

і їх розв’язки зв’язані співвідношеннями 

 ( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

x t h t G t s u s ds   , (40) 

 ( ) ( )
b

a

Г s u s ds    . (41) 

Як встановлено раніше, алгоритм (11)–(24) зводиться до неста-
ціонарного колокаційно-ітеративного методу (37), (38), (35) Знайдемо 
розв’язок задачі (11)–(13), отримуємо 

 ( ) ( ) ( , ) ( )
b

k k
a

x t h t G t s s ds   , (42) 

 ( ) ( )
b

k k
a

Г s s ds     . (43) 

Аналізуючи співвідношення (42), (43), приходимо до висновку, 
що крайова задача (1)–(3) має єдиний розв’язок і послідовності 

 ( )kx t ,  k  збігаються до цього розв’язку, якщо рівносильне їй 

інтегральне рівняння має єдиний розв’язок і послідовність  ( )k t  

збігається до цього розв’язку. 
Якщо 1nq  , то рівняння (39) має єдиний розв’язок, отже, кра-

йова задача (1)–(3) теж має єдиний розв’язок. 
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При виконанні умов 1)–2), згідно результатів роботи [4], послі-
довність  ( )ku t , побудована згідно методу (36), (15), (38), збігається 

до розв’язку *( )u t  рівняння (39). 

Покажемо, що послідовність  ( )k t , яка визначається співвід-

ношенням (28) теж збігається до цього розв’язку. 
Справді, в силу формули (28), маємо 

* ( ) ( ) * ( ) ( , ) * ( )
b

k k
a

u t t u t P t s u s ds    ( , )( * ( ) ( ))
b

k k
a

P t s u s u s ds  . 

Тоді 

22 22 2 22 2 2 4 2 2
1 2 1 0* ... k k

k n kk k n n nu e p e q e q e q h  
 

       


, (44) 

 ( ) *( ) ( , ) *( )
b

k k
a

e t u t P t s u s ds   , (45) 

а ( )kh t  визначається співвідношенням  

( ) *( ) ( ) ( )k k k k kh t u t t t    . 
Перейдемо у співвідношенні (44) до границі, при цьому врахує-

мо умови 1)–2) теореми, отримуємо 
2

lim * 0k
k

u 


  . 

Отже, послідовності  ( )kx t ,  k  збігаються до єдиного роз-

в’язку задачі (1)–(3). 
Теорема доведена.  

Теорема 2. При виконанні умов теореми 1 для наближень ( )kx t , 

k  будуть справедливі наступні оцінки 

 
1

2 2 2 2 2 2 2 2 2
0

1

* ( ) ( ) ( ) ,
b b bk

i
k k n n k i n

ia a a

x x e t dt p q e t dt p h t dt







 
      

 
    (46) 

 
1

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 0

1

* ( ) ( ) ( ) ,
b b bk

i
k k n n k i n

ia a a

e t dt p q e t dt p h t dt  







 
     

 
    (47) 

які характеризують швидкість збіжності методу та конструктивні оцінки 

 

1 1
2 2

2 2* ( ) ( )
1

b b
n

k k k
na a

p
x x r t dt t dt

q




             
   (48) 

 

1 1
2 2

2 2* ( ) ( )
1

b b
n

k k k
na a

p
r t dt t dt

q


  

            
  , (49) 
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в яких  

 ( ) ( ) ( , ) ( )
b

k k k k
a

r t u t P t s u s ds   , (50) 

1( ) ( ) ( ) ( )k k k kt u t t t     ,  

 і   — додатні константи, які фігурують у нерівностях  

( , ) ( )
b

a

G t s s ds   , 

0
0

( ) ( )
b

a

Г s s ds   ,   2 ,L a b  . 

Доведення. Скористаємося співвідношеннями (40), (41), на ос-
нові яких отримуємо 

  *( ) ( ) ( , ) *( ) ( )
b

k k
a

x t x t G t s u s s ds   , (51) 

  * ( ) *( ) ( )
b

k k
a

Г s u s s ds     . (52) 

Враховуючи оцінку (44), маємо 

 
22

*( ) ( ) ( , ) *( ) ( )
b b

k
a a

x t x t G t s u s s ds dt
k


      
  

   

1
22 2 2 2 2 2 2 2 2

0
1

* ( ) ( ) ( ) ,
b b bk

i
k k n n k i n

ia a a

u e t dt p q e t dt p h t dt  







 
      

 
    

 
2

2

0
1

*( ) ( ) ( ) *( ) ( )iГ
bl

k k
i a

t t s u s s ds  


      
  

   

 22 2

1

*( ) ( ) *
bl

i k k
i a

u s s ds u   


     
1

2 2 2 2 2

1

( ) ( )
bk

i
k n k i

i a

b
e t dt q e t dt

a









  


  2 2
0 ( )

b

n
a

p h t dt




 .  

В силу співвідношення (28), отримуємо 

*( ) ( ) *( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
b

k k k k k
a

u t t u t u t u t P t s u s ds      . 
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Тоді, використавши результати роботи [4], (50), отримаємо  

 

1
2 2

* ( ) ( ) ( , ) * ( ) ( )
b b

k
a a

x t x t G t s u s s ds dt
k


           

    
   

 

1
2 2

( , ) * ( ) ( )
b b

k
a a

G t s u s u s ds dt

          
    

    

1
2 2

( , ) ( ) ( , ) ( )
b b b

k k k
a a a

G t s u s P t s u s ds dt

                    

    

1
2

2
* ( ) ( )

b

k
a

u t u t dt
      
  


1
2 2

( ) ( , ) ( )
b b

k k k
a a

u t P t s u s ds dt
 
     
  
   

1
2

2 ( )
1

b
n

k
n a

p
t dt

q

  
      


1

2
2 ( )

b

k
a

r t dt

  

 . 

Аналогічно отримуємо оцінку (49) 

 

1
2 2

0
1

* ( ) *( ) ( )
bl

k i k
i a

Г s u s s ds ds  


           
    

   

1
2 2

1

( ) ( ) ( , ) ( )
b bl

i k k k
i a a

Г s u s P t s u s ds ds


                   
    

11 2 22
2

*( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
b b b

k k k k
a a a

u t u t dt u t P t s u s 
             

      
  

11
22

2 2( ) ( )
1

b b
n

k k
n a a

p
t dt r t dt

q




              
  . 

Теорема доведена.  

Висновки. Встановлено достатні умови збіжності нестаціонар-
ного колокаційно-ітеративного методу розв’язування крайової задачі 
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для звичайних диференціальних рівнянь з параметрами. Одержано 
оцінки швидкості збіжності методу та конструктивні оцінки.  

Отримані результати використовуються для подальших дослі-
джень наближених методів проекційно-ітеративного типу.  
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The question of non stationary collocation-iterative method appliance 
concerning the boundary problem solution for the simple differential equa-
tions with parameters is substantiated. The methods algorithm is built, and 
sufficient conditions for convergence are found here. 

Key words: boundary problem, differential equations, integral equa-
tions, non stationary collocation- iterative method. 
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