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УМОВИ ІСНУВАННЯ ЕКСТРЕМАЛЬНОГО ЕЛЕМЕНТА 
УЗАГАЛЬНЕНОЇ ЗАДАЧІ ШТЕЙНЕРА В ПОЛІНОРМОВАНОМУ 

ПРОСТОРІ, В ЯКІЙ ВІДХИЛЕННЯ МІЖ ЕЛЕМЕНТАМИ 
ВИЗНАЧАЮТЬСЯ З ДОПОМОГОЮ  

СУБЛІНІЙНИХ ФУНКЦІОНАЛІВ 

Важливе місце серед екстремальних задач займає класична 
задача Штейнера, яка полягає у відшуканні в заданій множині 
лінійного нормованого простору такої точки (точки Штейне-
ра), сума відстаней до якої від кількох фіксованих точок цього 
простору не буде перевищувати суми відстаней від них до 
будь-якої іншої точки допустимої множини (буде мінімаль-
ною) (див., наприклад, [1, с. 314]). 

У класичній задачі Штейнера приймається, що всі відрізки 
лінійного нормованого простору є «однорідними». Проте на 
практиці їх довжинам приписують різні «вагові» характерис-
тики. В результаті приходять до, так званої, «зваженої» задачі 
Штейнера (див., наприклад, [2, с. 468; 3, 4]), яка, в свою чергу, 
є частковим випадком задачі, в якій суми відстаней між фіксо-
ваними точками лінійного простору і точками його множини, 
що визначалися зваженими нормами, замінено на суми відста-
ней між цими точками, які, взагалі кажучи, визначаються різ-
ними нормами, заданими на розглядуваному лінійному прос-
торі. Внаслідок такої заміни отримаємо узагальнену задачу 
Штейнера в полінормованому просторі [5]. 

Як відомо, виникають задачі, зокрема задачі наближення, в 
яких міра відхилення між фіксованими елементами та елементами 
заданої множини є, так званою «викривленою метрикою».  

Задача, що розглядається в статті, отримується внаслідок 
заміни в узагальненій задачі Штейнера в полінормованому 
просторі суми відстаней між фіксованими точками лінійного 
простору і точками множини допустимих елементів, які ви-
значаються різними нормами, заданими на лінійному просторі, 
сумою відхилень між зазначеними точками, які визначаються 
невід’ємними неперервними сублінійними функціоналами, за-
даними на відповідних лінійних нормованих просторах. У 
статті для цієї задачі встановлено деякі умови існування екст-
ремального елемента (точки Штейнера), які узагальнюють ві-
дповідні результати, отримані, зокрема, у праці [6] для задачі 
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найкращої апроксимації елемента лінійного нормованого про-
стору опуклою множиною цього простору. 

Ключові слова: лінійний нормований простір, полінормо-
ваний простір, сублінійний функціонал, задача Штейнера, то-
чка Штейнера, екстремальний елемент, умови існування 
екестремального елемента. 

Вступ. У статті встановлено еквівалентність узагальненої задачі 
Штейнера в полінормованому просторі, в якій відхилення між елеме-
нтами визначаються з допомогою невід’ємних неперервних субліній-
них функціоналів, деякій задачі найкращого в розумінні невід’ємного 
неперервною сублінійного функціонала наближення елемента ліній-
ного нормованого простору множиною цього простору. 

З урахуванням еквівалентності цих екстремальних задач встанов-
лено умови існування екстремального елемента для узагальненої задачі 
Штейнера, які узагальнюють результати праці [6] щодо існування екс-
тремального елемента для задачі найкращого наближення елемента 
лінійного нормованого простору множиною цього простору. 

Постановка задачі. Нехай Y  – лінійний над полем дійсних чи-

сел простір, 
i
, 1,i m , – норми, задані на Y . Тоді  , , 1,

i
Y i m  є 

полінормованим простором (див, наприклад, [5]). Нехай, крім того, 

для кожного  1,...,i m  на просторі  ,
i

Y  задано невід’ємний не-

перервний сублінійний функціонал ip  (див., наприклад, [7, c. 13-25]), 

...mY Y Y    – m -арний декартів (прямий) добуток множини Y , 

 1,..., m
ma a Y , V Y . 

Поставимо задачу відшукання величини  

    *
1

1

,..., inf
m

V m i i
y V

i

a a p a y




  . (1) 

Задачу (1) будемо називати узагальненою задачею Штейнера в 

полінормованому просторі  , , 1,
i

Y i m , в якій відхилення між 

елементами ia , 1,i m , та y V  визначаються з допомогою не-

від’ємних неперервних сублінійних функціоналів ip , 1,i m , зада-

них на лінійних нормованих просторах  ,
i

Y , 1,i m . 

Якщо існує елемент *y V такий, що 

     * *
1

1 1

inf ,...,
m m

i i i i V m
y V

i i

p a y p a y a a


 

     , 
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то його будемо називати узагальненою точкою Штейнера в множині V  

для фіксованих точок 1,..., ma a  полінормованого простору 

 , , 1,
i

Y i m  у випадку, коли відхилення від точок ia , 1,i m , до 

точок множина V  є значеннями відповідних невід’ємних неперервних 

сублінійних функціоналів ip , 1,i m , заданих на лінійних нормованих 

просторах  ,
i

Y  (у розумінні сублінійних функціоналів ip , 1,i m ), 

або екстремальним елементом для задачі відшукання величини (1). 

Актуальність теми. Зрозуміло, що актуальність задачі відшу-
кання величини (1) та її екстремального елемента – узагальненої точ-
ки Штейнера уже випливає зі змісту узагальненої точки Штейнера, 

адже це точка *y V , для якої  

   *

1 1

,
m m

i i i i

i i

p a y p a y y V
 

     . 

Актуальність задачі відшукання величини (1) підсилюється ще й 
тим, що її частковими випадками є низка відомих екстремальних за-

дач. Так, зокрема, при i i i
p c  , 1,i m , де 0iс  , 1,i m , зада-

ча (1) стає задачею відшукання величини  

 
1

inf
m

i i iy V
i

c a y




  (2) 

та її екстремального елемента, яку можна назвати «зваженою» зада-

чею Штейнера в полінормованому просторі  , , 1,
i

Y i m . 

Задача (2) розглядалась у праці [5], в якій встановлено деякі 
умови екстремальності її допустимого елемента. 

Задача (1) у випадку, коли i ip c , 1,i m , де 0iс  , 1,i m , 

стає задачею відшукання величини 

 
1

inf
m

i i
y V

i

c a y




  (3) 

та її екстремального елемента (так званою, «зваженою» задачею 

Штейнера в лінійному нормованому просторі  ,Y ), яка досліджу-

валась, зокрема, у праці [3]. 

При ip  , 1,i m , задача (1) зводиться до класичної задачі 

Штейнера 

 
1

inf
m

i
y V

i

a y




  (4) 

(див, наприклад, [1, с. 314; 2, с. 517]). 
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При 1m  , 1p   із задачі (1) отримуємо задачу відшукання 

величини 

 1inf
y V

a y


 , (5) 

яка є задачею найкращого наближення елемента 1a  лінійного нормова-

ного простору  ,Y  множиною V Y  (див, наприклад, [6, с. 11]). 

Зрозуміло, що результати загального характеру, отримані при дос-

лідженні задачі відшукання величини (1) та її екстремального елемента, 

становлять самостійний інтерес, а також можуть бути використані для 

отримання відповідних результатів для задач, які вкладаються у схему 

постановки задачі (1), зокрема, для задач відшукання величин (2)-(5). 

Мета роботи. Важливим питанням дослідження задачі (1) є 

встановлення умов існування екстремального елемента для задачі 

відшукання величини (1), що стало метою цієї роботи. 

Допоміжні твердження. Нехай,  1 1 1
1 ,..., my y y , 

 2 2 2
1 ,..., m

my y y Y  , R  . Покладемо  

 1 2 1 2 1 2
1 1 ,..., m my y y y y y    ,  1 1 1

1 ,..., my y y   . 

Легко переконатися, що так означені операції додавання елемен-

тів множини mY  та множення дійсних чисел на ці елементи задово-

льняють аксіоми лінійного простору. Тому mY , з означеними вище 

операціями, є лінійним над полем дійсних чисел простором. Якщо в 

цьому просторі для кожного  1 ,..., m
my y y Y   покласти 

 1

1

,...,
m

m

m i iY
i

y y y


 , то відповідність  1

1

,...,
m

m
m i i

i

y y Y y


   є 

нормою, заданою на mY , і, отже,  , m

m

Y
Y  є лінійним над полем 

дійсних чисел нормованим простором (див, наприклад, [5]). 

Твердження 1. Функціонал    1

1

,...,
m

m i i

i

p y y p y


 ,  1,..., m
my y Y , 

є невід’ємним неперервним сублінійним функціоналом, заданим на mY . 

Твердження 2. Відображення  

       1 1 1,..., ,..., ,...,m
m m my y Y p a a y y    (6) 

є неперервним на лінійному нормованому просторі  , m

m

Y
Y .  
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Твердження 3. Якщо норми 
i
, 1,i m , задані на лінійному над 

полем дійсних чисел просторі Y , попарно еквівалентні, то множини 
замкнених локально компактних підмножин лінійних нормованих 

просторів  ,
i

Y , 1,i m , рівні між собою. 

Доведення. Для  1,...,i m позначимо через i  – множину за-

мкнених локально компактних підмножин лінійного нормованого 

простору  ,
i

Y . Нехай  , 1,...,i j m . Переконаємося, що i j  . 

Для цього спочатку доведемо, що будь-яка множина V  із i  нале-

жить j . Оскільки норми 
i

y  та 
j

y  є еквівалентними нормами, 

заданими на Y , то існують числа 0ijс  , 0jiс   такі, що 

iji j
y с y , jij i

y с y , y Y . 

Виберемо довільну послідовність  
1k k

y



, ky V , 1,2,...k  , 

обмежену у розумінні норми 
j
, тобто для якої існує число 0с   

таке, що k j
y c , 1,2,...k  . З урахуванням зазначеного вище має-

мо, що k ij k iji j
y c y c c  , 1,2,...k  . Це означає, що послідовність 

 
1k k

y



 є послідовністю множини V  обмеженою у розумінні 

i
. 

Оскільки за припущенням iV  , то з послідовності  
1k k

y



 можна 

вибрати підпослідовність  
1l

k
l

y



 таку, що 0lim

l
k

l
y y


  у розумінні 

i
 ( 0lim 0

lk
il

y y


  ), причому 0y V , оскільки V  є замкненою 

множиною простору  ,
i

Y . Маємо далі, що 

0 0l lk ji k
j i

y y c y y   , 1,2,...k  . Звідси випливає, що 

0lim 0
lk

jl
y y


  , оскільки 0lim 0

lk
il

y y


  . 

Отже, доведено, що з будь-якої обмеженої послідовності мно-

жини V  лінійного нормованого простору  ,
j

Y  можна вибрати 

підпослідовність, яка збігається у розумінні 
j
 до елемента множи-

ни V . Звідси випливає, що jV  . Тому i j  . Аналогічно дово-
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диться, що j i  . З двох останніх співвідношень одержуємо, що 

i j   для будь-яких  , 1,...,i j m . Тому 1 2 ... m     . 

Твердження доведено. 

Зауваження 1. Легко переконатися також, що у випадку, коли 

норми 
i
, 1,i m , задані на Y , є попарно еквівалентними, то мно-

жини обмежених підмножин лінійних нормованих просторів  ,
i

Y , 

множини їх необмежених послідовностей, множини послідовностей 

 
1k k

y



, ky Y , 1,2,...k  , для яких lim k ik

y


  , де  1,...,i m , 

тощо, є однаковими. 

Твердження 4. Нехай для множини V Y  

,..., :

m разів

M y y y V

  
    
    

. Для того щоб множина M  була локально 

компактною множиною лінійного нормованого простору  , m

m

Y
Y , 

необхідно і достатньо, щоб з будь-якої послідовності  
1k k

y



, 

ky V , 1,2,...k  , обмеженої у кожному лінійному нормованому 

просторі  ,
i

Y , 1,i m , можна було вибрати підпослідовність, 

збіжну у кожному з цих просторів. 
Доведення. Необхідність. Нехай множина M  є локально ком-

пактною множиною лінійного нормованого простору  , m

m

Y
Y , а 

 
1k k

y



 послідовність точок множини V , яка обмежена у кожному 

лінійному нормованому просторі  ,
i

Y , тобто існують числа 

0iс  , 1,i m , для яких k ii
y c , 1,2,...k  , для всіх  1,...,i m . 

Тоді  
1 1

,...,
m

m m

k k k iiY
i i

y y y c
 

   . Отже,   
1

,...,k k k
y y




 є обмеже-

ною послідовністю множини M . Оскільки M  є локально компакт-

ною множиною простору  , m

m

Y
Y , то існує збіжна до 

 * *
1 ,..., m

my y Y  підпослідовність   
1

,...,
l lk k

l
y y




 послідовності 

  
1

,...,k k k
y y




, тобто  
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    * * *
1

1

lim ,..., ,..., lim 0
ml l l

m

k k m k i
il lY

i

y y y y y y
 



    . (7) 

Оскільки для  1,...,i m  
* *

1

0
l l

m

k i k i
i i

i

y y y y


    , 1,2,...l  , 

то з урахуванням (7) одержимо, що *lim
lk i

l
y y


 . Це й означає, що під-

послідовність  
1l

k
l

y



 збігається до *

iy  у просторі  ,
i

Y . 

Отже, ми показали, що коли множина M  є локально компакт-

ною множиною простору  , m

m

Y
Y , то з будь-якої послідовності 

 
1k k

y



 обмеженої відносно кожної з норм 

i
, можна виділити під-

послідовність  
1l

k
l

y



, збіжну в кожному з просторів  ,

i
Y . 

Необхідність доведено. 

Достатність. Нехай множина V Y така, що з будь-якої обме-

женої в кожному з просторів  ,
i

Y  послідовності  
1k k

y



, ky V , 

1,2,...k  , можна вибрати підпослідовність  
1l

k
l

y



, що збігається 

відносно кожної з норм 
i
до деякого елемента *

iy , 1,i m , то мно-

жина M  є локально компактною множиною простору  , m

m

Y
Y . 

Дійсно, нехай   
1

,...,k k k
y y




 є обмеженою послідовністю мно-

жини M , тобто існує число 0c   таке, що  

  
1

,...,
m

m

k k k iY
i

y y y c


  , 1,2,...k  . (8) 

Зі співвідношення (8) одержуємо, що для будь-якого 

 1,...,i m : k i
y c , 1,2,...k  . Звідси випливає, що послідовність 

 
1k k

y



 є обмеженою послідовністю кожного нормованого простору 

 ,
i

Y , 1,i m . За умовою твердження 3 з цієї послідовності можна 

вибрати таку підпослідовність  
1l

k
l

y



, яка збігається до *

iy  в прос-

торі  ,
i

Y , 1,i m , тобто *lim 0
lk i

il
y y


  , 1,i m .  
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З урахуванням цього одержуємо, що 

   * * *
1

1

lim ,..., ,..., lim 0
ml l l

m

k k m k i
il lY

i

y y y y y y
 



    . 

Звідси випливає, що в просторі  , m

m

Y
Y  

   * *
1lim ,..., ,...,

l lk k m
l

y y y y


 . 

Отже, доведено, що з будь-якої обмеженої послідовності точок 

множини M  можна виділити збіжну в просторі  , m

m

Y
Y  підпослідов-

ність. Тому М є локально компактною множиною простору  , m

m

Y
Y .  

Твердження доведено. 

Твердження 5. Нехай, як і вище, для множини V Y  

  ,..., :M y y y V  . Для того щоб множина M  була локально 

компактною та замкненою множиною лінійного нормованого прос-

тору  , m

m

Y
Y , необхідно і достатньо, щоб з будь-якої обмеженої 

в кожному просторі  ,
i

Y , 1,i m , послідовності точок множини 

V  можна було вибрати підпослідовність збіжну у кожному з цих 

просторів до однієї і тієї ж точки множини V . 

Доведення. Необхідність. Нехай множина M  є локально ком-

пактною та замкненою множиною простору  , m

m

Y
Y , а  

1k k
y




 

послідовність точок множини V , яка є обмеженою в кожному прос-

торі  ,
i

Y . Згідно з твердженням 4 з послідовності  
1k k

y



 можна 

вибрати підпослідовність  
1l

k
l

y



, яка збігається в просторі  ,

i
Y  

до деякого елемента *
iy Y , 1,i m , тобто *lim 0

lk i
il

y y


  , 

1,i m . Для  
1l

k
l

y



 маємо, що  

   * * *
1

1

lim ,..., ,..., lim 0
ml l l

m

k k m k i
il lY

i

y y y y y y
 



    , 

причому  ,...,
l lk ky y M , 1,2,...l  . Оскільки за умовою M  є за-

мкненою множиною, то  * *
1 ,..., my y M . Це означає, що існує 
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*y V , для якого * * *
1 ... my y y   . Тому *lim

lk
l

y y


  у розумінні 

норми 
i
, 1,i m . 

Необхідність доведено. 

Достатність. Нехай множина V Y  є такою, що з будь-якої об-

меженої в кожному просторі  ,
i

Y  послідовності  
1k k

y



, ky V , 

1,2,...k  , можна вибрати підпослідовність  
1l

k
l

y



, що збігається у 

розумінні 
i
, 1,i m , до деякого *y V . Переконаємося, що M  є ло-

кально компактною та замкненою множиною простору  , m

m

Y
Y . 

Згідно із зазначеним вище та твердженням 4 M  є локально 
компактною множиною. Переконаємося, що вона замкнена. Припус-

тимо, що  * *
1 ,..., my y є граничною точкою множини M . Тоді існує 

послідовність точок  ,...,k ky y M , 1,2,...k  , що  

   * * *
1

1

lim ,..., ,..., lim 0
m

m

k k m k i
ik kY

i

y y y y y y
 



    . 

Звідси випливає, що *lim 0k i
ik

y y


  , 1,i m , причому ky V , 

1,2,...k  . Згідно з умовою тоді * *lim k i
k

y y y


   в розумінні норми 

i
, 1,i m , де *y V . Отже, гранична точка  * *

1 ,..., my y  така, що 

   * * * *
1 ,..., ,...,my y y y M  , оскільки *y V . Оскільки граничні точ-

ки множини M  цій множині належать, то M  є замкненою множиною. 
Достатність доведено. 

Твердження доведено. 

Твердження 6. Нехай полінормований простір  , , 1,
i

Y i m  

такий, що 
i
, 1,i m , є попарно еквівалентними, V Y , 

  ,..., :M y y y V  . Для того щоб множина M  була локально 

компактною та замкненою множиною лінійного нормованого прос-

тору  , m

m

Y
Y , необхідно і достатньо, щоб множина V  була ло-

кально компактною та замкненою множиною в кожному просторі 

 ,
i

Y , 1,i m . 
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Доведення. Нехай M є замкненою локально компактною мно-

жиною простору  , m

m

Y
Y , та  

1k k
y




є послідовністю множини V , 

обмеженою у просторі  ,
i

Y , де  1,...,i m . Оскільки норми 
i
 є 

попарно еквівалентними нормами, заданими на Y , то  
1k k

y



 є об-

меженою послідовністю в кожному просторі  ,
i

Y , 1,i m  (див. 

зауваження 1). Згідно твердження 5 з послідовності  
1k k

y



 можна 

вибрати підпослідовність  
1l

k
l

y



, яка збігається до *y V  в кожно-

му просторі  ,
i

Y . Звідси випливає локальна компактність та за-

мкненість множини V  у будь-якому просторі  ,
i

Y .  

Нехай тепер множина V є замкненою і локально компактною 

множиною в деякому просторі  ,
i

Y ,  1,...,i m , і, отже, в усіх 

цих просторах (див. твердження 3). Виберемо послідовність  
1k k

y



, 

ky V , 1,2,...k  , обмежену в просторі  ,
i

Y . Оскільки V  є ло-

кально компактною та замкненою множиною в просторі  ,
i

Y , то з 

послідовності  
1k k

y



 можна вибрати підпослідовність  

1l
k

l
y




, яка 

збігається до *y V  в усіх просторах  ,
i

Y . Згідно з тверджен-

ням 5 М є замкненою локально компактною множиною. 
Твердження доведено. 

Задача найкращого у розумінні невід’ємного неперервного 

сублінійного функціонала наближення в просторі  , m

m

Y
Y , ек-

вівалентна задачі відшукання величини (1). Розглянемо в лінійно-

му нормованому просторі  , m

m

Y
Y  задачу найкращого у розумінні 

сублінійного функціонала p  наближення елемента  1,..., m
ma a Y  

множиною   ,..., :M y y y V  , яка є діагоналлю множини 

...mV V V   , тобто задачу відшукання величини  

  
 

    1 1
,..,

,..., inf ,..., ,..,
p

m mM
y y M

E a a p a a y y


   (9) 

та її екстремального елемента. 
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Теорема 1. Справедлива рівність 

 

   

 
      

*
1

1

1 1
,..,

,..., inf

inf ,..., ,.., ,..., .

m

V m i i
y V

i

p
m mM

y y M

a a p a y

p a a y y E a a








  

  


 (10) 

Для того щоб елемент *y V  був екстремальним елементом для 

величини (1), необхідно і достатньо, щоб елемент  * *,...,y y  був 

екстремальним елементом для величини (9). 

Доведення. Нехай y V . Тоді  

      
 

    1 1
,..,

1

,..., ,.., inf ,..., ,.., .
m

i i m m
y y M

i

p a y p a a y y p a a y y




      

Тому  

  
 

    1
,..,

1

inf inf ,..., ,..,
m

i i m
y V y y M

i

p a y p a a y y
 



   . (11) 

З іншого боку, якщо  ,...,y y M , то y V  та  

        1

1 1

,..., ,.., inf .
m m

m i i i i
y V

i i

p a a y y p a y p a y


 

       

Звідси випливає, що  

 
 

      1
,..,

1

inf ,..., ,.., inf
m

m i i
y y M y V

i

p a a y y p a y
 



   . (12) 

Врахувавши (11) та (12), робимо висновок про справедливість 

співвідношення (10). Нехай *y V  є екстремальним елементом для 

задачі відшукання величини (1). Тоді  * *,...,y y M  і згідно з (10) 

 

      

 
 

    

* * *
1

1

1
,..,

1

,..., ,..,

inf inf ,..., ,.., .

m

i i m

i

m

i i m
y V y y M

i

p a y p a a y y

p a y p a a y y



 


   

   





 (13) 

Звідси слідує, що  * *,...,y y M  є екстремальним елементом 

для величини (9). Припустимо тепер, що  * *,...,y y M  є екстрема-

льним елементом для величини (9). Тоді *y V  та мають місце рів-

ності (13). Тому *y  є екстремальним елементом для величини (1). 

Теорему доведено. 
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Умови існування екстремального елемента для задачі від-

шукання величини (1). 

Теорема 2 (теорема існування екстремального елемента для за-
дачі відшукання величини (1)). Нехай для задачі відшукання величи-

ни (1) множина   ,..., :mM y y Y y V    є локально компактною 

та замкненою множиною простору  , m

m

Y
Y .  

Якщо ця множина обмежена або будь-яка її необмежена послі-

довність   
1

,...,k k k
y y




 містить підпослідовність   

1
,...,

l lk k
l

y y



 

таку, що  lim ,...,
ml lk k

Yl
y y


   і  lim ,...,

l lk k
l

p y y


    , то 

екстремальний елемент для величини (1) існує. 

Доведення. Зрозуміло, що коли M  є локально компактною за-
мкненою та обмеженою множиною лінійного нормованого простору 

 , m

m

Y
Y , то вона є компактом цього простору. Згідно з тверджен-

ням 2 відображення  

      1 1 1,..., ,..., ,...,m
m m my y Y p a a y y    

неперервне на  , m

m

Y
Y . Тоді внаслідок узагальненої теореми 

Вейєрштрасса, існує точка  * *,...,y y M  ( *y V ) така, що  

 
         * *

1 1
,..,
inf ,..., ,.., ,..., ,..,m m

y y M
p a a y y p a a y y


   . 

Це означає, що вектор  * *,...,y y  є екстремальним елементом 

для величини (9). Згідно з теоремою 1 *y  буде екстремальним елеме-

нтом для величини (1). У цьому випадку теорему доведено. 
Переконаємося, що за виконання умов теореми екстремальний 

елемент для величини (1) існує і в тому випадку, коли M  є необме-
женою множиною.  

З урахуванням (9) для кожного 1,2,...k   одержуємо, що  

 
 

      1 1 1
,..,

1
,..., inf ,..., ,.., ,...,

p p
m m mM M

y y M
E a a p a a y y E a a

k
    . (14) 

З (14) та означення інфімуму випливає, що для 1,2,...k   існує 

точка  ,..,k ky y M  така, що  

         1 1 1

1
,..., ,..., ,.., ,...,

p p
m m k k mM ME a a p a a y y E a a

k
    . (15) 
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Внаслідок півадитивності функціонала p  для 1,2,...k   маємо, що  

         1 1,..., ,..., ,.., ,...,k k m k k mp y y p a a y y a a         

      1 1,..., ,.., ,...,m k k mp a a y y p a a     . 

З урахуванням цього співвідношення та співвідношення (15) 

одержуємо, що  

 
     

   

1 1

1 1

1
,..., ,..., ,...,

,..., ,..., 1 .

p
k k m mM

p
m mM

p y y E a a p a a
k

E a a p a a 

       

     

 (16) 

Отже, 

  0 ,...,k kp y y     , 1,2,...k  , (17) 

оскільки має місце співвідношення (16) та за припущенням 

  0ip y  , 1,i m , y Y . Це означає, що послідовність 

  
1

,...,k k k
p y y




   є обмеженою. Зі співвідношення (17) та умов 

теореми випливає, що послідовність   
1

,...,k k k
y y




 також є обмеже-

ною послідовністю лінійного нормованого простору  , m

m

Y
Y . 

Припустимо, що   
1

,...,k k k
y y




 є необмежною послідовністю 

цього простору. Тоді за умовою теореми з неї можна виділити таку 

підпослідовність   
1

,...,
l lk k

l
y y




, що  lim ,...,

ml lk k
Yl

y y


   та 

 lim ,...,
l lk k

l
p y y


    , що суперечить (17). Отже, послідовність 

  
1

,...,k k k
y y




 є обмеженою послідовністю множини M . Оскільки 

за умовою теореми M  є локально компактною та замкненою множи-

ною лінійного нормованого простору  , m

m

Y
Y , то існує її підпослі-

довність, що збігається, до  * *
1 ,..., my y M . Оскільки 

 * *
1 ,..., my y M , то існує *y V , для якого    * * * *

1 ,..., ,...,my y y y . 

Переконаємося, що  * *,...,y y  є екстремальним елементом для 

величини (9). Дійсно, згідно (15)  

        1 1 1

1
,..., ,..., ,.., ,...,

l l

p p
m m k k mM M

l

E a a p a a y y E a a
k

    . 
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Якщо в цій нерівності перейти до границі при l   та враху-

вати, що відображення       1 1 1,..., ,..., ,...,m
m m my y Y p a a y y    

неперервне на  , m

m

Y
Y  (див. твердження 2), то одержимо, що 

       * *
1 1,..., ,..., ,...,

p
m mME a a p a a y y  , (18) 

причому  * *,...,y y M , тобто *y V . 

Рівність (18) означає, що  * *,...,y y  є екстремальним елементом 

для величини (9). Згідно з теоремою 1 *y  є екстремальним елемен-

том для величини (1). 

Теорему доведено. 

Наслідок 1. Нехай в задачі відшукання величини (1) норми 
i
, 

1,i m , є попарно еквівалентними, V  є замкненою локально компа-

ктною множиною лінійних нормованих просторів  ,
i

Y , 1,i m .  

Якщо множина V , крім того, є обмеженою множиною цих 

просторів або будь-яка її необмежена в розумінні норм 
i
, 1,i m , 

послідовність  
1k k

y



 містить підпослідовність  

1l
k

l
y




 таку, що 

lim
lk

il
y


  , 1,i m , та  

1

lim
l

m

i k
l

i

p y




   , то екстремальний 

елемент для величини (1) існує. 

Доведення. Оскільки за умовою наслідку норми 
i
, 1,i m , є по-

парно еквівалентними, а V  – замкнена локально компактна множина 

лінійних нормованих просторів  ,
i

Y , 1,i m , то згідно з тверджен-

ням 6 множина   ,..., :mM y y Y y V    є локально компактною та 

замкненою множиною лінійного нормованого простору  , m

m

Y
Y . 

Переконаємося, що коли V є обмеженою множиною лінійних 

нормованих просторів  ,
i

Y , 1,i m , то M  є обмеженою множи-

ною простору  , m

m

Y
Y . Дійсно з обмеженості множини V  в ліній-

них нормованих просторах  ,
i

Y , 1,i m , випливає, що існують 
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числа 0i  , 1,i m , такі, що ii
y  , y V , 1,i m . Тому для всіх 

 ,...,y y M  ( y V ) маємо, що  
1 1

,..., m

m m

iiY
i i

y y y 
 

   . Це й 

означає, що множина M  є обмеженою в просторі  , m

m

Y
Y , якщо 

V  є обмеженою множиною просторів  ,
i

Y , 1,i m . 

Переконаємося, крім того, що за умов наслідку для будь-якої не-

обмеженої послідовності   
1

,...,k k k
y y




 точок  ,...,k ky y M , 

ky V , 1,2,...k  , можна вибрати підпослідовність   
1

,...,
l lk k

l
y y




, 

для якої  lim ,...,
ml lk k

Yl
y y


   та  lim ,...,

l lk k
l

p y y


    . 

Оскільки за умовою норми 
i
, 1,i m , є еквівалентними на Y , 

то для 1,2,...k  ,  1,...,i m   

 
1

,..., ... ...
mk k k k ki mY

y y y y y       

 1 1... ... ... 1 ...i k k mi k i mi ki i i i
c y y c y c c y          . 

Звідси випливає необмеженість послідовності  
1k k

y



, ky V , 

1,2,...k  , у розумінні будь-якої норми 
i
. Згідно з умовами наслід-

ку тоді існує підпослідовність  
1l

k
l

y



 цієї послідовності така, що 

lim
lk

il
y


  , 1,i m , та  

1

lim
l

m

i k
l

i

p y




   . Оскільки 

 
1

,...,
ml l l

m

k k k
iY

i

y y y


 , то з попередніх співвідношень одержуємо, 

що  lim ,...,
ml lk k

Yl
y y


   та  

1

lim
l

m

i k
l

i

p y




   . 

Отже, ми показали, що за умов наслідку 1 виконуються всі умо-
ви теореми 2. Тоді екстремальний елемент для величини (1) існує. 

Наслідок доведено. 

Наслідок 2. Нехай в задачі відшукання величини (1) норми 
i
, 

1,i m , є попарно еквівалентними, V  є замкненою локально компа-

ктною множиною лінійних нормованих просторів  ,
i

Y , 1,i m .  



Математичне та комп’ютерне моделювання 

60 

Якщо множина V , крім того, є обмеженою множиною цих 

просторів або будь-яка її необмежена в розумінні норм 
i
, 1,i m , 

послідовність  
1k k

y



 містить підпослідовність  

1l
k

l
y




 таку, що 

lim
lk

il
y


  , 1,i m , та  

0
lim

li k
l

p y


    для деякого 

 0 1,...,i m , то екстремальний елемент для величини (1) існує. 

Справедливість наслідку випливає з наслідку 1. 

Наслідок 3. Якщо в задачі відшукання величини (1) для кожного 

 1,...,i m  існує число 0iс   таке, що  i i i
p y c y , y Y , а 

множина   ,..., :M y y y V   є замкненою локально компактною 

множиною простору  , m

m

Y
Y , то екстремальний елемент для 

величини (1) існує. 

Справедливість наслідку випливає з теореми 2. 

Наслідок 4. Якщо в задачі відшукання величини (1) для кожного 

 1,...,i m  ip  є нормою на Y , яка еквівалентна нормі 
i
, 1,i m , а 

множина   ,..., :M y y y V   є замкненою локально компактною 

множиною простору  , m

m

Y
Y , то екстремальний елемент для 

величини (1) існує. 

Справедливість наслідку випливає з наслідку 3.  

Наслідок 5. Нехай в задачі відшукання величини (1) норми 
i
, 

1,i m , є попарно еквівалентними та для кожного  1,...,i m  існує 

число 0iс   таке, що  i i i
p y c y , y Y . 

Якщо V  є замкненою локально компактною множиною лінійних 

нормованих просторів  ,
i

Y , 1,i m , то екстремальний елемент 

для величини (1) існує. 

Справедливість наслідку випливає з наслідку 2.  

Умови існування екстремального елемента для задачі від-

шукання величини (1) у скінченновимірному підпросторі. 

Теорема 3. Нехай в задачі відшукання величини (1) для кожного 

 1,...,i m  існує число 0iс   таке, що  i i i
p y c y , y Y , а 
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множина V  є скінченновимірним підпростором простору Y , то 

екстремальний елемент для задачі відшукання величини (1) існує. 

Доведення. Нехай V  є скінченновимірним підпростором прос-

тору Y . Тоді існують лінійно незалежні вектори 1,..., ny y  цього прос-

тору такі, що 
1

: , 1,
n

j
j j

j

V y y R j n 


  
    
  

 . Як і вище, позначи-

мо через   ,..., :M y y y V  . Легко переконатися, що M  є n - ви-

мірним підпростором простору mY , породженим векторами 

 1 1,...,y y , …,  ,...,n ny y . Як відомо (див., наприклад, [6, с. 21]), 

будь-який скінченновимірний підпростір лінійного нормованого про-

стору є локально компактною та замкненою множиною. 

Отже, M  є локально компактною та замкненою множиною про-

стору  , m

m

Y
Y . Згідно з наслідком 3 екстремальний елемент для 

величини (1) існує. 

Теорему доведено. 

Наслідок 6. Якщо в задачі відшукання величини (1) для кожного 

 1,...,i m  ip  є нормою на Y , яка еквівалентна нормі 
i
, 1,i m , а 

V  є скінченновимірним підпростором простору Y , то екстремаль-

ний елемент для задачі відшукання величини (1) існує. 

Справедливість наслідку випливає з наслідку 4, оскільки в розг-

лядуваному випадку M  є замкненою локально компактною множи-

ною (див. доведення теореми 3). 

Наслідок 7. Нехай в задачі відшукання величини (1) норми 
i
, 

1,i m , є попарно еквівалентними та для кожного  1,...,i m  

 i i i
p y c y , y Y , 0iс  . Якщо V  є скінченновимірним підпрос-

тором простору Y , то екстремальний елемент для задачі відшукан-

ня величини (1) існує. 

Справедливість наслідку випливає з наслідку 5, оскільки V  є 

замкненою локально компактною множиною в кожному лінійному 

полінормованому просторі  ,
i

Y , 1,i m . 

Висновки. Для узагальненої задачі Штейнера в полінормовано-

му просторі, в якій відхилення між елементами визначаються з допо-

могою сублінійних функціоналів (див. задачу (1)): 
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 встановлено її еквівалентність деякій задачі найкращого набли-

ження елемента лінійного нормованого простору множиною цьо-

го простору (див. теорему 1); 

 з допомогою цієї еквівалентної задачі (9) встановлено теорему 

існування екстремального елемента для задачі відшукання вели-

чини (1) (див. теорему 2); 

 умови існування екстремального елемента для задачі відшукання 

величини (1), встановлені в теоремі 2, конкретизовано на деякі ча-

сткові випадки (див. наслідки 1-5); 

 розглянуто випадок задачі (1), коли множина її допустимих еле-

ментів є скінченновимірним підпростором (див. теорему 3 та нас-

лідки 6, 7). 
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THE EXISTENCE CONDITIONS OF THE EXTREMAL ELEMENT 
FOR THE GENERALIZED PROBLEM OF STEINER IN 
POLYNORMATED SPACE IN WHICH THE DEVIATION 

BETWEEN THE ELEMENTS IS DETERMINED WITH THE HELP 
OF SUBLINEAR FUNCTIONALS 

An important place among extremal problems is occupied by the clas-

sic Steiner problem, which consists in finding in a given set of linear 

normed space such a point (Steiner point) to which the sum of the distanc-
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es from several fixed points of this space will not exceed the sum of the 

distances from them to any – some other point of the admissible set (will 

be minimal) [1, p. 314]. 

In the classic Steiner problem, it is assumed that all segments of the 

linear normed space are «homogeneous». However, in practice, different 

«weight» characteristics are attributed to their lengths. As a result, we ar-

rive at the so-called «weighted» Steiner problem [2, p. 468; 3, 4], which, in 

turn, is a partial case for the problem in which the sum of the distances be-

tween fixed points of linear space and points of its set, which were de-

termined by weighted norms, were replaced by sums of distances between 

these points, which, generally speaking, are determined by different norms 

set on the considered linear space. As a result of this substitution, we ob-

tain the generalized Steiner problem in a polynormed space [5]. 

As you know, there are problems, in particular approximation prob-

lems, in which the measure of deviation between fixed elements and ele-

ments of a given set is the so-called «distorted metric». 

The problem considered in the article is obtained as a result of replac-

ing in the generalized Steiner problem in the polynormed space the sum of 

the distances between fixed points of the linear space and the points of the 

set of admissible elements, which are determined by various norms given 

on the linear space, by the sum of the deviations between the specified 

points, which are determined by by non-negative continuous sublinear 

functionals defined on the corresponding linear normed spaces. The article 

establishes some sufficient conditions for the existence of an extremal ele-

ment (Steiner point) for this problem, which generalize the relevant results 

obtained, in particular, in [6] for the problem of the best approximation of 

an element of a linear normed spase by a convex set of this space. 

Key words: the linear normed space, the polynormed space, the sub-

linear functional, the Steiner’s problem, the point of Steiner, the extremal 

element, the existence conditions of the extremal element. 
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