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САМОАДАПТИВНИЙ CMA-ES АЛГОРИТМ 

У роботі буде розглянуто один із самоадаптивних алгоритмів 
підбору параметрів складних систем, прикладами яких являються 
нейронні мережі. Самоадаптивні алгоритми – це алгоритми, які 
змінюють свою поведінку під час виконання на основі доступної 
інформації та заздалегідь визначених механізмів винагороди. Ці 
алгоритми широко використовуються в різних галузях, включаю-
чи машинне навчання, оптимізацію та стиснення даних. Самоада-
птивність алгоритму у даному випадку буде ґрунтуватися на під-
борі кількості піків у суміші розподілів у розширеному CMA-ES 
алгоритмі за умови нормального базового розподілу.  

У статті представлений покращений самоадаптивний алго-
ритм CMA-ES, з акцентом на параметр, що визначає кількість 
піків у суміші нормальних розподілів. У алгоритмі враховують-
ся методи налаштування даного оптимального значення, що ви-
користовуються при виборі номерів кластерів в алгоритмах кла-
стеризації CURE, BIRCH тощо. Очевидно, що наведене обґрун-
тування цього підходу може бути поширене на суміші з іншим 
базовим розподілом, кожен з яких характеризується скінченним 
числом піків у суміші розподілів. Це означає самоадаптивність 
та застосовність алгоритму до ширшого спектру сценаріїв, що 
включають різні характеристики розподілу. Немає сумніву у 
тому, що запропонований садоадаптивний алгоритм налашту-
вання параметрів, що базується на CMA-ES алгоритмі, може бу-
ти розширений і на інші генетичні та еволюційні алгоритми які 
містять відбір додаткових хромосом (індивідів) при переході 
між ітераційними епохами алгоритму. Ще однією особливістю 
запропонованого алгоритму є використання теоретичних основ 
кластерного аналізу для оцінки кількості піків у розподілі хро-
мосом. Даний підхід широко використовується у новітніх само-
адаптивних алгоритмів для визначення початкових параметрів 
(гіперпараметрів) складних систем. 

Ключові слова: оптимізаційна задача, нормальний розпо-
діл, алгоритми кластеризації, генетичний алгоритм, CMA-ES 
алгоритм. 

Вступ. У роботах [1-6] розглянуто різні генетичні алгоритми 
пошуку оптимального значення для задачі оптимізації  

 f MAX , (1) 
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де функція : df R R  причому припускається що задача оптимізації 

є безумовною ( dx R ). Важливу роль у генетичних алгоритмах віді-

грає метод відбору нових «особин» d
ix R . Зрозуміло, що складність 

алгоритму буде залежати від розподілу «особин» на кожній із ітера-

цій (епох) еволюційного алгоритму. Надалі щільність розподілу но-

вих «особин» на n -й ітерації будемо позначати через ( ) ( ),n d
newp x x R . 

Проблематику вибору початкового розподілу (0) ( ), d
newp x x R  та пере-

обчислення ( ) ( ),  , 0n d
newp x x R n   детально описано в роботі [7], де 

увага також сконцентрована на підборі нових хромосом.  

Особливу увагу в даній роботі будемо приділяти CMA-ES алго-

ритму (covariance matrix adaptation evolution strategy) [1,2,8-10]. Даний 

алгоритм ґрунтується на припущенні, що ( ) ( )n
newp x  визначається як 

багатовимірний нормальний розподіл, тобто  
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де n  – середнє значення розподілу, n  – відповідна коваріаційна 

матриця. Основна увага CMA-ES алгоритму приділяється саме аналі-

зу коваріаційної матриці n , яка відображає розкид даних від свого 

середнього значення. Великі значення елементів коваріаційнойної 

матриці n  вказують на великий розкид нових “особин” і в даному 

випадку нормальний розподіл може бути замінений рівномірним роз-

поділом на деякій обмеженій підмножині з dR .  

Основна частина. Розглянемо один приклад використання кла-

сичного CMA-ES алгоритму для розв’язання задачі (1) та його недо-

ліки за наявності специфічних умов функції df R . Розглянемо на-

ступну оптимізаційну задачу 

        
'

2, ,1
x xx xf x e e x R

 
 

   
     (2) 

де  0,1  ,  
'

1,1 .   Оптимальні значення безумовної задачі оп-

тимізації (1) для функції (2) будуть мати вигляд  

   , ,  0,1 , optx      

причому 0   при 1   та 1   при 0  . У загальному випадку 

  задовольняє рівняння  

   4 21 1 0.e         
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Залежність   та  0.5,1  бачимо на рис. 1. Використовуючи 

симетрію розв’язків можемо продовжити розв’язок на  0,0.5  . 

 

Рис. 1. Взаємозв’язок   та   для задачі (1) та функції (2)  

Розглянемо тепер випадок використання еволюційного алгорит-

му CMA-ES для задачі оптимізації (1) з цільовою функцією (2). Ви-

користовуючи міркування, аналогічні до міркувань щодо оптималь-

ного розв’язку  , робимо висновок, що коваріаційна матриця відбо-

ру нових «особин» у CMA-ES алгоритмі буде мати вигляд  
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де  0,1 ,  а значення параметрів    1 2,  0n n    будуть залежати 

від параметра  . Нас буде цікавити значення 
1

2
  . В цьому випад-

ку, функція  f x  (2) буде мати приблизно два піки одного рівня – 

рис. 2. З даного рисунка видно, що для випадку 
1

2
   буде мати міс-

це рівність    1 2n n   та буде справедлива нерівність  

    1 2 0,cn n      (3) 

де c  буде визначати нижню межу для середньоквадратичного від-

хилення    1 2, n n   на кожній ітерації. Слід зауважити, що оцінка 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

84 

середнього значення n  в CMA-ES алгоритмі буде близькою до се-

редини між піками, тобто 
1 1

,
2 2

n
 

  
 

 для достатньо великих n . В 

загальному ж випадку n  буде залежати від параметра   та буде 

мати місце наближення  ,1n    . Значення граничної величини 

c  повинно бути достатньо великим для того, щоб з близькою до 1 

ймовірністю на основі нормального розподілу ( ) ( ; , )n
new n np x    покри-

валися два піки функції f , тобто  0, 0  та  1,1 . Враховуючи даний 

факт приходимо до висновку, що  1 n  та  2 n  будуть лінійними 

функціями від відстані між піками. У випадку наявності багатьох 

локальних екстремумів у цільовій функції в 2R  буде мати місце на-

ступне співвідношення  

       1 2, ,n O M n O M    
де M  визначає максимальну відстань між локальними екстремумами 

функції f , що є близькими до глобального екстремуму, тобто  

   
 

: max
max   .

x f x f x
M x argmax f x


   

 

Рис. 2. Пошуковий ландшафт для функції (2) для 
1

2
   

Виходячи із наведених вище міркувань приходимо до висновку, що 

класичний CMA-ES алгоритм із щільністю вибору на кожній ітерації 
( ) ( ; , )n
new n np x    володіє недоліком для цільових функцій із більше ніж 
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одним екстремумом. У даному випадку буде суттєво збільшуватися кі-

лькість обчислень цільової функції f , що в деяких випадках має крити-

чне значення. Для подолання цієї проблеми авторами роботи [11] було 

розроблено розширений CMA-ES алгоритм, який дозволяє враховувати 

локальні екстремуми цільової функції та локалізовувати кожен із них, 

враховуючи деякі особливості даного екстремуму. У роботі [11] було 

запропоновано заміну стандартного нормального розподілу на суміш 

нормальних розподілів, що визначається наступним чином  
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 (4) 

де ,n i  та ,n i  параметри нормального розподілу в елементі суміші, 

  1 , ,
k n

n n nw w w   – вагові коефіцієнти суміші, які задовольняють 

наступні умови 

 
 

1

0,  1, , ,

1,

i
n

k n
i
n

i

w i k n

w


   







 

 k n  – кількість піків у суміші (4).  

Введемо до розгляду наступні позначення: 

 N  – загальна кількість «особин» (хромосом), що визначені в роз-

ширеному CMA-ES алгоритмі. Дане значення не змінюється при 

зміні ітерації n; 

 
   
n

i if f x  – значення цільової функції для хромосоми 

, 1, ,ix i N  ; 

 найбільш ймовірна щільність за якою моделюється ген ix , що 

визначається співвідношенням  
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Визначення даного показника обчислюється на основі ймовірні-

сної кластеризації із використанням сумішей розподілів [11]: відсо-

ток хромосом, що формуються і-м розподілом в суміші, тобто  
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Алгоритм розширеного CMA-ES методу можна знайти в роботі [11]: 

1. Визначення області зміни гіперпараметрів системи, розмірності 

суміші  k n k const  , кількості генів в генетичному алгоритмі 

N, точності методу ε , додаткового «параметру сталості» constn . 

2. 1n  . Задання випадковим чином початкових значень параметрів 

суміші  , ,Σn n nw  . 

3. Вибір N генів згідно розподілу (4) з параметрами  , ,Σn n nw   та 

обчислень значень цільової функції 
 n

if . 

4. Перерахунок параметрів  1 1 1, ,Σn n nw     на основі формул EM 

алгоритму та екстремальних значень 
 n

if . Визначення найкращої 

хромосоми, що оптимізує задачу (1) та відповідного значення функції  

 

1, ,
max .

n

n i
i N

F f
 

  

5. Видалення хромосом з мінімальними значеннями 
 n

if  та їх замі-

щення новими хромосомами на основі суміші (4) з параметрами 

 1 1 1, ,Σn n nw    . 

6. Використання мутації та схрещування хромосом.  

7. Якщо задовольняється умова виходу  

constn n nF F    

то оптимальний розв’язок знайдено з максимальним значенням функції 

nF  та хромосомою що відповідає даному оптимальному значення. 

Якщо,  

constn n nF F    

то перейти до кроку 4.  

Особливу увагу приділимо саме оцінці параметра   ,k n  за допо-

могою якого вдається локалізувати оцінку локальних мінімумів функції. 

Основною задачею в даній статті буде визначення умов за яких буде 

збільшуватися чи зменшуватися кількість піків  k n  на кожній ітерації.  

Враховуючи дані показники, розглянемо алгоритм створення 

додаткового піку у суміші, тобто збільшення  k n  та алгоритм вида-
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лення піку, тобто зменшення  k n  на одиницю. На прикладі наведе-

ному вище можна стверджувати, що  k n  повинно бути збільшити у 

тому випадку коли для відповідної коваріаційної матриці ,n i  у су-

міші (4) відбувається затиснення до локального екстремуму, тобто  

 ,deti 0.l m n i
n

   

У цьому випадку пік суміші (4), що відповідає параметрам 

 , ,,n i n i   буде розбиватися на два піки, причому розбиття буде про-

водитися за допомогою класичного EM алгоритму, описаного в робо-
ті [12]. У випадку ж видалення піку або зменшенням значення вели-

чини  k n  будемо користуватися методологією алгоритмів кластери-

зації великих даних CURE, BIRCH [13-17]. Згідно даних алгоритмів 
кластерами є достатньо великі підгрупи множин, кількість елементів 

у яких приблизно рівна 
 

N

k n
 або більша даного числа. В іншому 

випадку множина не враховується як повноцінний кластер і вважа-
ється множиною приєднання. По аналогії будемо зменшувати зна-

чення  k n  у тому випадку якщо 
 

 
n

i

N
p

k n
. Використовуючи дані 

алгоритми зменшення та збільшення  k n , отримаємо наступний 

самоадаптивний розширений алгоритм CMA-ES: 

1. Визначення області зміни гіперпараметрів системи, початкову 

розмірність суміші     1 lnk k O N  , кількості генів в генети-

чному алгоритмі N, точності методу  , додаткового «параметру 

сталості» constn . 

2. 1n  . Задання випадковим чином початкових значень параметрів 

суміші  , ,Σn n nw  . 

3. Вибір N генів згідно розподілу (4) з параметрами  , ,Σn n nw   та 

обчислень значень цільової функції 
 n

if . 

4. Перерахунок параметрів  1 1 1, ,Σn n nw     на основі формул EM 

алгоритму та екстремальних значень 
 n

if . Визначення найкращої 

хромосоми, що оптимізує задачу (1) та відповідного значення функції  
 

1, ,
max .

n

n i
i N

F f
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5. Видалення хромосом з мінімальними значеннями 
 n

if  та їх замі-

щення новими хромосомами на основі суміші (4) з параметрами 

 1 1 1, ,Σn n nw    . 

6. Використання мутації та схрещування хромосом.  

7. Якщо  ,det n i  не змінюються протягом constn  ітерацій, то збіль-

шуємо   k n на одиницю за рахунок створення суміші з 2n   но-

рмального розподілу на основі хромосом з множини 

  , 1, ,
n

i jX a i j N    . Переходимо до наступного кроку.  

8. Якщо 
 

 
n

i

N
p

k n
 для деякого i , то видаляємо хромосоми що 

відповідають даному піку, тобто 
  , 1, ,
n

i jX a i j N     та зме-

ншуємо  k n  на одиницю. 

9. Якщо задовольняється умова виходу  

constn n nF F   , 

то оптимальний розв’язок знайдено з максимальним значенням функції 

nF  та хромосомою що відповідає даному оптимальному значенню. 

Якщо 

constn n nF F   , 

то переходимо до кроку 4.  

Висновки. У роботі представлено розширений самоадаптивний 

алгоритм CMA-ES із врахуванням налаштування параметра k , що 

відображає кількість піків у суміші нормальних розподілів. У алгори-
тмі враховані методи підбору кількості кластерів, застосовані у алго-
ритмах кластеризації CURE та BIRCH. Немає сумніву у тому, що да-
на логіка може бути розвинена і на суміші із іншим базовим розподі-
лом, які маю скінченну кількість піків.  
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SELF-ADAPTIVE CMA-ES ALGORITHM 

This article will consider one of the self-adaptive algorithms for select-

ing parameters of complex systems, examples of which are neural net-

works. Self-adaptive algorithms are algorithms that change their behavior 

at runtime based on available information and predetermined reward 

mechanisms. These algorithms are widely used in various fields, including 

machine learning, optimization, and data compression. The self-

adaptiveness of the algorithm in this case will be based on the selection of 

the number of peaks in the mixture of distributions in the extended CMA-

ES algorithm under the condition of a normal base distribution. 

The work presents an improved self-adaptive CMA-ES algorithm, with an 

emphasis on the parameter that selects the number of pixels in a mixture of 

normal distributions. The algorithm takes into account the methods of setting 

this optimal value, which is used when choosing cluster numbers in the CURE, 

BIRCH, etc. clustering algorithms. It is obvious that the given justification of 

this approach can be extended to mixtures with a different base distribution, 

each of which is characterized by a skin number of peaks in the mixture distri-

bution. This implies self-adaptability and applicability of the algorithm to a 

wider range of scenarios involving different distribution characteristics. 

There is no doubt that the proposed sado-adaptive parameter setting al-

gorithm, based on the CMA-ES algorithm, can be extended to other genet-

ic and evolutionary algorithms that include the selection of additional 

chromosomes (individuals) during the transition between iteration epochs 

of the algorithm. Another feature of the proposed algorithm is the use of 

theoretical foundations of cluster analysis to estimate the number of peaks 

in the distribution of chromosomes. This approach is widely used in the 

latest self-adaptive algorithms for determining the initial parameters (hy-

perparameters) of complex systems. 

Keywords: optimization problem, normal distribution, clustering al-

gorithms, genetic algorithm, CMA-ES algorithm. 

Отримано: 22.11.2023 
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