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МЕТОД R-ФУНКЦІЙ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧІ 
МАСООБМІНУ ЦИЛІНДРИЧНОГО ТІЛА  
З ТВІРНОЮ У ВИГЛЯДІ КРИВОЇ ЛАМЕ  

З В’ЯЗКОЮ НЕСТИСЛИВОЮ РІДИНОЮ  

Задача про стаціонарний масообмін циліндричного тіла з по-
током в’язкої нестисливої рідини зводиться до розв’язання рів-
няння для концентрації з відповідними крайовими умовами на 
поверхні тіла та на нескінченності. Застосування конструктивного 
апарата теорії R-функцій дозволяє точно врахувати геометрію об-
ласті, а також крайові умови разом з умовою на нескінченності.  

Метод R-функцій було запропоновано академіком НАН Укра-
їни В. Л. Рвачовим. Для крайових задач математичної фізики цей 
метод дозволяє побудувати так звану структуру розв’язку крайо-
вої задачі, тобто жмуток функцій, що точно задовольняє всі кра-
йові умови задачі і залежить від деяких невизначених компонент. 
Вибір цих невизначених компонент виконується так, щоб задово-
льнити (у певному сенсі) диференціальне рівняння задачі. Для 
цього можна використовувати стандартні чисельні методи мате-
матичної фізики (метод Рітца, метод Гальоркіна, метод наймен-
ших квадратів, колокацій тощо). Слід зазначити, що геометрія об-
ласті при цьому враховується точно, тобто, зокрема, немає заміни 
криволінійних ділянок межі на вписані в них ламані, як це ро-
биться, наприклад, у методі скінченних елементів. 

Метою цієї статті є застосування методу R-функцій до 
розв’язання задачі масообміну циліндричного тіла з твірною у 
вигляді кривої Ламе при його обтіканні в’язкою нестисливою 
рідиною. Для досягнення поставленої мети на підставі методів 
теорії R-функцій побудовано повну структуру розв’язку ліній-
ної крайової задачі для концентрації та для її розв’язання за-
стосовано чисельний алгоритм на основі методу Гальоркіна 
для апроксимації невизначених компонент структури. У роботі 
не розглядається ступінь строгості, умови застосування вико-
ристаних рівнянь руху рідини, вони розглядаються як матема-
тичні моделі, що підлягають чисельній алгоритмізації. 

Ключові слова: метод R-функцій, в’язка нестислива ріди-
на, задача масообміну, метод Гальоркіна, крайова задача, 
математичне моделювання. 

Вступ. Задачі розрахунку в’язких течій, що ускладнені масообмі-
ном, знаходять застосування у різних галузях, зокрема, в теплоенергети-
ці, газонафтопереробці, в хімічній та харчовій технологіях, гео- та аст-
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рофізичних дослідженнях, охороні навколишнього середовища [1]. Роз-
робка нових, а також удосконалення існуючих методів математичного 
моделювання та чисельного аналізу стаціонарних задач обтікання тіл 
в’язкою нестисливою рідиною з урахуванням масообміну методом R-
функцій є актуальною науковою проблемою. Завдяки використанню 
апарату теорії R-функцій можна задовольняти рівняння задачі та точно 
враховувати геометрію області та всі крайові умови задачі. 

Метод R-функцій [2] для зазначених задач використовувався у ро-
ботах [3, 4] для тіл обертання (сфери та еліпсоїда) в сферичній системі 
координат та циліндричних тіл (кругового та еліптичного циліндра) в 
циліндричній системі координат. У цій статті розглянуто задачу масооб-

міну циліндричного тіла, рівняння твірної якого має вигляд 8 8 1x y   

(крива Ламе для 1a b  , 8n  ), в прямокутній системі координат.  

Постановка задачі. Розглянемо масообмін циліндричного тіла, 
переріз якого є скінченною областю   з кусково-неперервною ме-
жею  , з потоком в’язкої нестисливої рідини.  

Для опису розглядуваного процесу для малих чисел Пекле вико-
ристовується наближення Озеєна: 

 Pe
c

c U
x




 


 зовні  . (1) 

У загальному випадку математична модель задачі масообміну 
циліндричного тіла з потоком в’язкої нестисливої рідини має вигляд: 
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де ( , )c c x y  – концентрація, 0c  – задана концентрація на межі   

тіла обтікання, 
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, Pe  – число Пекле – безрозмірний 

параметр, що характеризує міру відношення конвективного переносу 

розчиненої в рідині речовини до дифузійного переносу, ( , )x y   – 

функція течії, пов’язана з компонентами вектора швидкості співвід-

ношеннями xV
y





, yV
x


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
, U  – незбурена швидкість рідини 

на нескінченності. 
Задача (1), (3), (4) від функції течії не залежить. А для задачі (2)-

(4) функцію течії можна знайти, наприклад, як розв’язок лінеаризова-
ної задачі повільного обтікання циліндричного тіла в’язкою нестисли-



Серія: Фізико-математичні науки. Випуск 25 

109 

вою рідиною (наближення Озеєна) [5] або як розв’язок нелінійної зада-
чі обтікання циліндричного тіла в’язкою нестисливою рідиною [6]. 

Метод розв’язання. Нехай функція течії ( , )x y  відома. Підс-

тавивши знайдену функцію течії в рівняння (2), розв’яжемо задачі 

(1), (3), (4) та (2), (3), (4) методом R-функцій [2]. Для цього за допо-

могою конструктивних засобів теорії R-функцій будується структура 

розв’язку крайової задачі, тобто жмуток функцій, що точно задоволь-

няє крайові умови і умову на нескінченності, а невизначені компоне-

нти у структурі задачі знаходяться за допомогою методу Гальоркіна. 

Безпосередньою перевіркою встановлюється, що за будь-якого ви-

бору досить гладких функцій 1  і 2  ( 1 0  , коли 
2 2x y   ) 

крайові умови (3) і (4) точно задовольняє функція вигляду 

 0 1 2(1 ) (1 )M M M Mc c           , (5) 
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а   – функція, що будується за допомогою конструктивного апарату 

теорії R-функцій та має властивості:  

1) 0   зовні  ; 2) 0   на  ; 3) 1  
n

 на  , 

де n  – вектор зовнішньої нормалі до  . 

Для апроксимації невизначених компонент 1  і 2  використо-

вується метод Гальоркіна. Функції 1  і 2  апроксимуються вираза-
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Значення коефіцієнтів k  1( 1,2,..., )k m  та j  2( 1,2,..., )j m  

відповідно до методу Гальоркіна знаходитимемо з умови ортогональ-

ності відхилу, що отриманий підстановкою функції (5) в рівняння (1) 

та (2), першим 1m  функціям k  та першим 2m  функціям j . З влас-



Математичне та комп’ютерне моделювання 

110 

тивостей M  і координатних функцій випливає, що інтегрування 

можна проводити лише по скінченній області  0 ( , )x y M  . 

Це приводить до необхідності розв’язання системи лінійних рів-

нянь відносно k  1( 1,2,..., )k m  та j  2( 1,2,..., )j m . 

У таких спосіб ми отримаємо наближені розв’язки задачі (1), (3), 

(4) та (2), (3), (4). 

Обчислювальний експеримент. Обчислювальний експеримент 

проведено для задачі обтікання циліндричного тіла з твірної, що ви-

значається рівнянням 8 8 1x y  , коли 1U  , 0 1c  , 10M  , 

1 10m  , 2 11m  , для різних чисел Рейнольдса і Пекле. Через симет-

рію задачі доданки, що містять синуси, у виразах для k  і j  відсутні 

і, крім того, з тих же міркувань всі k  1( 1,2,..., )k m  та j  

2( 1,2,..., )j m , відповідні цим доданкам, дорівнюють нулю. Подвій-

ні інтеграли обчислювалися наближено за формулою Гаусса з 64 вуз-

лами за кожною змінною. 

Для числа Пекле Pe 0,01  задача (1), (3), (4) не залежить від 

функції течії. Лінії концентрації для неї наведені на рис. 1. 

 

Рис. 1. Лінії концентрації при 10M   і Pe 0,01  

Для чисел Пекле Pe 10;20;30  задача (2), (3), (4) залежить від 

функції течії і, відповідно, від числа Рейнольдса. Для розв’язання 

задачі для концентрації було взято функції течії, отримані для чисел 

Рейнольдса Re 0;5;15;20  у роботі [7].  

Лінії концентрації при Re 0;5;15;20 , 10M   для Pe 10  пред-

ставлені на рис. 2, для Pe 20  – на рис. 3, а для Pe 30  – на рис. 4. 
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а) M = 10, Re = 0 б) M = 10, Re = 5 

  
в) M = 10, Re = 15 г) M = 10, Re = 20 

Рис. 2. Лінії концентрації для Pe = 10 при M = 10 і Re = 0; 5; 15; 20  

  

а) M = 10, Re = 0 б) M = 10, Re = 5 

  

в) M = 10, Re = 15 г) M = 10, Re = 20 

Рис. 3. Лінії концентрації для Pe = 20  при M = 10 і Re = 0; 5; 10; 20 
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а) M = 10, Re = 0 б) M = 10, Re = 5 

  
в) M = 10, Re = 15 г) M = 10, Re = 15  

Рис. 4. Лінії концентрації для Pe = 30 при M = 10 і Re = 0; 5; 15; 20 

Висновки. У роботі запропоновано чисельний метод розрахунку 
масообміну циліндричного тіла з твірною, що є кривою Ламе, з рів-
номірним поступальним потоком в’язкої нестисливої рідини, засно-
ваний на спільному застосуванні конструктивного апарату теорії R-
функцій та методу Гальоркіна. Цей метод є універсальним (алгоритм 
не змінюється при зміні геометрії області) та точно враховує всі кра-
йові умови задачі, зокрема, і умову на нескінченності. За допомогою 
цього методу можна проводити математичне моделювання різних 
технологічних та фізико-механічних процесів.  
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R-FUNCTIONS METHOD FOR THE MASS EXCHANGE 
PROBLEM OF A CYLINDRICAL BODY FORMED BY LAME 

CURVE WITH A VISCOUS INCOMPRESSIBLE FLUID 

The problem of stationary mass exchange of a cylindrical body with vis-
cous incompressible fluid flow is reduced to solving the equation for concentra-
tion with the corresponding boundary conditions on the surface of the body and 
at infinity. Applying the constructive apparatus of the R-functions theory allows 
us to accurately take into account the geometry of the domain, as well as the 
boundary conditions together with the condition at infinity.  

The R-function method was proposed by V. L. Rvachev, Ukraine National 
Academy of Sciences academician. For boundary value problems of mathemat-
ical physics, this method allows constructing the so-called structure of the solu-
tion of the boundary value problem, i.e. a bundle of functions that accurately 
takes into account all boundary conditions of the problem and depends on some 
uncertain components. The choice of these uncertain components is performed 
in such a way as to satisfy (in a certain sense) the equation of the problem. For 
this, one can use standard numerical methods of mathematical physics (the Ritz 
method, the Galerkin method, the least squares method, collocations method, 
etc.). It should be noted that the geometry of the region is taken into account 
exactly, i.e. in particular, there is no replacement of curvilinear sections of the 
boundary with polygonal lines inscribed in them, as it is done, for example, in 
the finite element method. 

The purpose of this article is to apply the R-functions method to the 
problem of mass exchange of a cylindrical body formed by the Lame 
curve, with a viscous incompressible fluid flowing around it. To achieve 
this goal, a complete structure of the solution of a linear boundary value 
problem for concentration is constructed by the R-functions theory meth-
ods, and a numerical algorithm based on the Galerkin method for approxi-
mating indefinite components in the problem structure is used. The degree 
of rigor and the conditions for using the considered equations of fluid mo-
tion are not considered in the work; these equations are considered as 
mathematical models subject to numerical algorithmization. 

Key words: R-functions method, viscous incompressible fluid, mass 
exchange problem, Galerkin method, boundary value problem, mathemati-
cal modeling.  
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