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АНАЛІЗ ДВОВИМІРНИХ НЕСТАЦІОНАРНИХ  
ТЕМПЕРАТУРНИХ ПОЛІВ У МІДНІЙ ПАНЕЛІ  

ЗА ЇЇ ІНДУКЦІЙНОГО НАГРІВУ 

Розглянуто електропровідну панель прямокутного перерізу, 

яка індукційно нагрівається квазіусталеним електромагнітним 

полем. Внаслідок цього у панелі виникають нестаціонарні 

об’ємно розподілені джерела тепла Джоуля. Ці джерела створю-

ють нестаціонарний двовимірний розподіл температури по попе-

речному перерізу панелі. На основах і бічних гранях панелі ви-

конуються умови конвективного теплообміну із зовнішнім сере-

довищем. Сформульовано нестаціонарну двовимірну задачу теп-

лопровідності для визначення температурного поля у панелі. 

Розв’язок задачі побудовано з використанням апроксимації роз-

поділу температури по товщинній координаті панелі кубічним 

поліномом. Коефіцієнти апроксимаційного полінома подаються 

через інтегральні по товщинній координаті характеристики тем-

ператури та умови на крайові значення температури на основах і 

бічних гранях панелі. У результаті вихідні двовимірні початково-

крайові задачі на температуру зведено до одновимірних початко-

во-крайових задач на інтегральні характеристики температури. 

Розв’язок задач на інтегральні характеристики температу-

ри знайдено з використанням інтегрального перетворення 

Лапласа за часом і скінченого інтегрального перетворення за 

поперечною координатою панелі. Його отримано у вигляді 

згорток функцій, що відповідають однорідним розв’язкам по-

чатково-крайових задач на інтегральні характеристики темпе-

ратури та функцій, що описують наявні нестаціонарні джерела 

тепла Джоуля і поверхневі значення температури. 

Чисельно проаналізовано температурні режими мідної па-

нелі за її індукційного нагріву однорідним квазіусталеним 

електромагнітним полем. Розглянуто два характерні режими 

приповерхневого та суцільного індукційного нагріву панелі. 

Результати обчислень розподілів температури залежно від па-

раметрів індукційного нагріву та умов теплообміну приведено 

у вигляді 2D і 3D графіків. 

© Р. С. Мусій, М. І. Клапчук, О. В. Назарук, В. К. Шиндер, Р. Я. Пелех, 2025 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

20 

Ключові слова: електропровідна панель, індукційний нагрів, 
квазіусталене електромагнітне поле, режими приповерхневого 
та суцільного нагріву, нестаціонарне температурне поле. 

Вступ. Електропровідні, зокрема, мідні панелі є конструктивними 
елементами багатьох сучасних промислових пристроїв, які використо-
вуються в енергетиці, машино- та авіа- будуванні. Такими елементами, 
зокрема, є електричні генератори і двигуни, магнітопроводи, трансфо-
рматори тощо. У процесі функціонування пристроїв на ці елементи 
можуть впливати нестаціонарні електромагнітні поля (ЕМП) таких 
типів: усталені, квазіусталені, неусталені та імпульсні. У більшості 
випадків промислового використання мідні панелі зазнають впливу 
зовнішніх квазіусталених ЕМП, дія яких зумовлює виникнення в них 
джерел тепла Джоуля. Врахування такого додаткового теплового фак-
тору, як тепло Джоуля, набуває особливого значення при розробці ін-
женерних рішень для прогнозування температурних режимів, роботоз-
датності та надійності експлуатації мідних панелей.  

Для технологічної термообробки електропровідних елементів 
конструкцій, зокрема мідних панелей, все більшої популярності на-
буває технологія індукційного нагріву. Основи теплопередачі та ін-
дукційного нагріву, його теоретичні засади та важливість в сучасно-
му контексті детально проаналізовані в роботах [1, с. 27-75; 77-131; 2, 
с. 1-55; 57-81]. В них грунтовно розглянуті головні засади електроте-
плотехніки та технологічного індукційного нагріву, що дозволяє 
отримати глибше розуміння сутності процесу. Фізичні моделі та чи-
сельно-експериментальні підходи до нагрівання електропровідних 
матеріалів вихровими струмами, індукованими змінним ЕМП, розг-
лянуті у роботі [3, с. 438-442; 4, с. 72-88]. 

У літературі, як правило, розглянуто розрахунки температури в 
одновимірних тілах. У роботах [5, 6] проаналізовано теплові режими 
в однорідній та двошаровій електропровідних пластинах за коротко-
часного індукційного нагріву неусталеним ЕМП.  

Для більш повного аналізу температурного поля у електропро-
відних панелях прямокутного поперечного перерізу необхідне вико-
ристання двовимірної фізико-математичної моделі.  

У цій роботі розглянуто таку модель для визначення компонент ве-
кторів напруженостей магнітного та електричного полів, питомої густи-
ни тепла Джоуля, а також температури у електропровідній панелі пря-
мокутного перерізу за дії квазіусталеного ЕМП. На її основі чисельно 
проаналізовано температурні режими мідної панелі за приповерхневого 
та суцільного індукційного нагріву залежно від умов конвективного теп-
лообміну основ і бічних граней панелі із зовнішнім середовищем. 

Двовимірна фізико-математична модель. Розглядається електро-
провідна панель прямокутного перерізу. Панель виготовлена з однорід-
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ного, ізотропного і неферомагнітного матеріалу. Електрофізичні параме-
три матеріалу вважаються сталими і дорівнюють їх середнім значенням 
на відповідних інтервалах нагріву. Панель віднесена до Декартової сис-

теми координат 1 2 3Ox x x . Початок системи (точка О) співпадає з цент-

ром симетрії прямокутника перерізу. Панель індукційно нагрівається 
зовнішнім однорідним квазіусталеним ЕМП. Внаслідок електромагніт-
ної індукції у панелі виникають індукційні струми, які зумовлюють теп-
ло Джоуля, що створює нестаціонарний розподіл температурного поля 
по поперечному перерізу панелі. Основи і бічні грані панелі знаходяться 
за умов конвективного теплообміну із зовнішнім середовищем. Залежно 
від параметрів індукційного нагріву та конвективного теплообміну па-
нель перебуває у відповідних температурних режимах. Таким чином, 
фізико-математична модель складається з двох етапів. На першому етапі 
зі співвідношень Максвелла визначаємо параметри нестаціонарного 
ЕМП та питому густину тепла Джоуля. На другому етапі за знайденим 
теплом Джоуля з рівняння теплопровідності знаходимо розподіл темпе-
ратурного поля у поперечному перерізі панелі. 

Визначення ЕМП та тепла Джоуля. Вздовж осі OX1 відклада-
ється ширина панелі, вздовж осі OX2 – її довжина, а вздовж осі OX3 – її 
товщина. Панель безмежно довга. Її прямокутний поперечний переріз 

має товщину 2h  і шириною *2d , де h  – півтовщина панелі. Віднесе-

мо Декартові координати 1 3,x x  до величини h , тобто надалі будемо 

розглядати безрозмірні координати 1 1 3 3/ , /x X h x X h  . 

На першому етапі зі співвідношень Максвелла визначаємо вектор 

напруженості магнітного поля  1 3, ,H x x t    2 1 30; , , ; 0H x x t . 

Компонента  2 1 3, ,H x x t  паралельна до всіх чотирьох граней панелі, 

які описуються виразами: 3 1x   , 1x d  . Тут t  – час, 3 1x   , 

1x d  , *d d h  – безрозмірна ширина панелі. 

Для визначення компоненти  2 1 3, ,H x x   отримуємо рівняння: 

 
2 2

2
22 2

1 3

0
H

H
x x 

   
       

. (1) 

Тут  2t h   – безрозмірний час, характерний для дифузії магні-

тного поля через півтовщину h  панелі;   – коефіцієнт електропро-

відності,   – магнітна проникливість матеріалу панелі. 

Дія зовнішнього квазіусталеного ЕМП задається значеннями 

компоненти  2 1 3, ,H x x t  на всіх гранях панелі. Відповідно граничні 

умови для розв’язування рівняння (1) мають вигляд: 
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      
0

2 1 12, 1, ,H x H x 


  ;      
0 *

2 3 32, , ,H d x H x 


  . (2) 

Тут 
 0

2H


 і 
 0 *

2H


 – задані вирази функції  2 1 3, ,H x x   на гранях 

3 11,x x d    . 

За відсутності ЕМП в початковий момент часу 0   початкова 

умова на функцію  2 1 3, ,H x x   має вигляд: 

  2 1 3, , 0 0H x x  .  (3) 

У кутових точках поперечного перерізу панелі крім граничних 
умов (2) повинні виконуватись також умови узгодження функцій 

 0

2H


 і 
 0 *

2H


, а саме: 

       
0 0 *

2 2, 1,H d H 
 

 , 
       
0 0 *

2 2, 1,H d H 
 

    

 
       
0 0 *

2 2, 1,H d H 
 

  , 
       
0 0 *

2 2, 1,H d H 
 

   . (4) 

За знайденою функцією  2 1 3, ,H x x   вектор напруженості еле-

ктричного поля E  у панелі знаходимо зі співвідношення  

  
1

rotE H


 . (5) 

Відповідно вектор  

 1 3, ,E x x       1 1 3 3 1 3, , ; 0; , ,E x x E x x   

напруженості електричного поля має компоненти, які описуються 
виразами: 

 
 2 1 3

1
3

, ,1 H x x
E

x






 


, 

 2 1 3
3

1

, ,1 H x x
E

x









. (6) 

Тепло Джоуля визначається за знайденим виразом вектора E  
напруженості електричного поля формулою 

 Q E E . (7) 

Через функцію  2 1 3, ,H x x   вираз тепла Джоуля має вигляд: 

 

22

2 2

1 3

1 H H
Q

x x

    
     

      

. (8) 

Визначення температурного поля. Температурне поле 

 1 3, ,T x x Fo , яке зумовлене теплом Джоуля Q , описується рівнян-

ням теплопровідності 

 
2 2

12
3

( )
T h

T Q
Fox 

 
    


. (9) 
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Тут 
2 2

1 2 2
1 2x x

 
  

 
; 

2

at
Fo

h
  – критерій Фур’є; t  – час; a  і   – кое-

фіцієнти температуро- і теплопровідності. 
На поверхнях панелі x3 = ± 1 виконуються умови конвективного 

теплообміну із зовнішнім середовищем  

 
3

( ) 0c

T
Bi T T

x



   
   

 

. (10) 

Тут iB H h   – критерій Біо; H  – відносний коефіцієнт тепловіддачі 

з поверхонь 3 1x   ; T  і 
3

T

x


 
 
 

 – значення температури і її похідної 

на поверхнях 3 1x   ; cT  – температури зовнішніх середовищ, які кон-

тактують із поверхнями 3 1x     (0)
1 2 1 2( , ,0) ( , ,0)c cT x x T x x  ; (0)

cT  – 

початкова температура зовнішнього середовища.  
Зауважимо, що аналогічні умови конвективного теплообміну із зов-

нішнім середовищем мають місце і на торцевих поверхнях панелі. Зна-
чення температури Т у початковий момент часу Fo = 0 є відомим і рівне 

 (0)
1 2 3 1 2( , , ,0) ( , ,0)cT x x x T x x . (11) 

Методика розв’язування початково-крайових задач. Почат-
ково-крайові задачі (1)-(4) і (9)-(11) стосовно визначальних функцій 

    2 1 3 1 3Φ , , ; , ,H x x t T x x t  будемо розв’язувати використовуючи 

апроксимацію їх розподілів по товщинній змінній x3 кубічними полі-
номами [7] 

      
3

1Φ
1 3 1 31

1

Φ , , , .
j

j
j

x x t a x t x





  (12) 

Коефіцієнти    11 ,ja x t
  апроксимаційних поліномів (12) запи-

суємо через інтегральні характеристики  1,s x t  визначальних фун-

кцій  1 3Φ , ,x x t : 

      
1

1
1 3 3 3

1

2 1
, Φ , , ,   1,2

2

s
s l

s
x t x x t x dx s




    (13) 

і задані граничні значення  1,x t  цих функцій на основах x3 = ±h

панелі. Рівняння для визначення інтегральних характеристик  1,s x t  

отримуємо множенням рівнянь (1) і (9) на 1
3
sx   та їх інтегруванням по 

змінній 3x  з врахуванням формул (12) і (13).  
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Система рівнянь на інтегральні характеристики   2 1  , 1,2sH x t s   

функції 2H ( 1 3, ,x x t ) має вигляд: 

 
2

21 22 2 22
1

3
3

2
H H H H

x 

 
  

      

; 

  
2

22 21 2 22
1

15
15 .

2
H H H H

x 

 
  

      

 (14) 

Відповідно система рівнянь на інтегральні характеристики 

   1  , ,   1,2sT x t s   температури T( 1 3, ,x x t ) записується: 

 
2

1 1 12
1

3
3

2
c cT T W T T

Fox

 
  

        

; 

  
2

2 2 22
1

15
15 .

2
c cT T W T T

Fox

 
  

        

  (15) 

Тут 

12
1

3 3

1

2 1

2

s
s

h S
W Qx dx








   (s = 1, 2) – інтегральні характеристики 

джерел тепла Джоуля Q . 

Отримані системи вихідних рівнянь (14)-(15) для знаходження інте-

гральних характеристик    1  ,      1,2s x t s   визначальних функцій є 

системами одновимірних рівнянь за просторовою змінною x1. Для зна-

ходження їх розв'язків використовуємо скінчені інтегральні перетворе-

ння [8] по змінній x1 відповідно до заданих на визначальні функції кра-

йових умов на бічних гранях 1x d   розглядуваної панелі та інтеграль-

не перетворення Лапласа за безрозмірними часовими змінними   і Fo.  

Числовий аналіз температурних режимів мідної панелі за її 

індукційного нагріву. Розглядаємо індукційний нагрів мідної панелі 

однорідним квазіусталеним ЕМП. Відповідно значення компоненти  

вектора напруженості магнітного поля  на основах 3 1x    і торцевих 

перетинах 1x d   панелі задаються виразами: 

        2 1 0 2 3 0, 1, τ φ τ ;      , ,ib ibH x H e H d x H e       . (16) 

При цьому граничні умови узгодження значень функцій  
   
0

12 ,H x 


 і 
   
0 *

32 ,H x 


 та умови спряження значень функцій 

 1,x   і  13 1 13,x    у кутових точках поперечного перерізу пане-

лі виконуються тотожно. 
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У виразах (16) функція     має вигляд   1 e    , де 

1i   ;  2
01/ 2b  ;  

1/2
2

0 2 h 


  – параметр, що визначає 

відносну до півтовщини панелі h  глибину проникання індукційних 

струмів частоти  ; *lnε / τ  ; *  – безрозмірний час, що відповідає 

виходу електромагнітних коливань частоти   на усталений режим з 

амплітудою 0H ; 0.001  . 

Дослідження здійснено для мідної електропровідної панелі тов-

щиною 2 2h mm  і шириною *2 20d mm , тобто 10d  .  

Проведено чисельні експерименти для індукційного нагріву мідної 

панелі квазіусталеним ЕМП для двох значень параметра 0 : 0 0.1   

(приповерхневий індукційний нагрів) та 0 10   (суцільний індукційний 

нагрів). Обчислення проведено у характерних точках 1 (0.25 , 0.25)M d , 

2 (0.5 , 0.5)M d , 3 (0.9 , 0.9)M d  поперечного перерізу панелі. Кругова 

частота електромагнітних коливань у першому випадку 5
1 6.7 10 1 s    

відповідає радіочастотному діапазону, а у другому випадку частота 
3

2 6.7 10 1 s    відповідає діапазону промислових частот для суцільно-

го індукційного нагріву електропровідних елементів. 

Результати обчислень представлені на рис. 1-4 при значенні кри-

терію Біо 1Bi  . На рис. 1, 2 приведено залежності температури від 

безрозмірного часу Fo. Рис. 1 відповідає значенню параметра 

0 0.1  , а рис. 2 – значенню параметра 0 10  . 

 
Рис. 1. Залежність температури від безрозмірного часу Fo  

у характерних точках поперечного перерізу мідної панелі у випадку  

приповерхневого індукційного нагріву (параметр 0 0.1  )  
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Рис. 2. Залежність температури від безрозмірного часу Fo  

у характерних точках поперечного перерізу мідної панелі у випадку  

суцільного індукційного нагріву (параметр 0 10  ) 

На основі аналізу залежностей, приведених на рис. 1 і рис. 2, 

встановлено, що вихід температури на усталений режим індукційного 

нагріву розглядуваної мідної панелі (досягнення максимальних зна-

чень температури) за значення критерію Біо 1Bi   відбувається у 

випадку приповерхневого і суцільного нагріву в моменти безрозмір-

ного часу Fo 4 .  

Виявлено, що зі зменшенням значення критерію Біо на порядок ве-

личини час виходу температури на усталений режим індукційного нагрі-

ву збільшується на порядок. Зокрема, при значенні Bi = 0.001 залежності 

температури у характерних точках поперечного перерізу панелі практи-

чно співпадають. Це означає, що при Bi = 0.001 при обох режимах інду-

кційного нагріву зміна температури по поперечному перерізу панелі 

відбувається в умовах теплоізоляції її основ і бічних граней. 

 

Рис. 3. Розподіл температури 
2

0/  T H  по площі поперечного перерізу мідної 

панелі в моменти часу Fo= 4 при 0 0.1   (приповерхневий індукційний нагрів) 
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Рис. 4. Розподіл температури 
2

0/T H  по площі поперечного перерізу мідної 

панелі в моменти часу Fo = 4 при 0 10   (суцільний індукційний нагрів) 

Розподіл температури 2
0/T H  по площі поперечного перерізу мід-

ної панелі в момент часу Fo 4  при 0 0.1   зображено 3d-графіком на 

рис. 3, а в момент часу Fo 4  при 0 10   – 3d-графіком на рис. 4. 

На основі аналізу 3d-графіків, поданих на рис. 3, 4 встановлено, що 

в усталеному режимі розподіл температури 2
0/T H  по площі поперечно-

го перерізу мідної панелі має однаковий якісний характер в обох розгля-

дуваних випадках індукційного нагріву і суттєво залежить при фіксова-

ному значенні критерію Біо від параметра, що характеризує відносну до 

півтовщини панелі глибину проникання індукційних струмів. 

Висновки. З використанням кубічних поліномів для апроксима-

ції розподілів компоненти вектора напруженості магнітного поля і 

температури по товщинній координаті панелі прямокутного попереч-

ного перерізу вихідні двовимірні початково-крайові задачі стосовно 

цих визначальних функцій зведено до одновимірних початково-

крайових задач на їх інтегральні характеристики. 

Для знаходження інтегральних характеристик використано скін-

ченне інтегральне перетворення по поперечній координаті, а також 

інтегральні перетворення Лапласа за часовими змінними. 

Запропонована методика знаходження визначальних функцій дає 

змогу суттєво спростити аналітичні розв’язки сформульованих двовимі-

рних початково-крайових задач для їх комп’ютерного аналізу. 

Виявлені закономірності зміни в часі та розподілу температури 

по поперечному перерізу мідної панелі мають важливе теоретичне і 

прикладне значення для прогнозування температурних режимів мід-

них пластинчастих елементів при їх технологічній термообробці з 

допомогою індукційного нагріву квазіусталеним ЕМП. 
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ANALYSIS OF TWO-DIMENSIONAL UNSTEADY 
TEMPERATURE FIELDS IN A COPPER  

PANEL DURING ITS INDUCTION HEATING 

An electroconductive panel of rectangular cross-section is considered, which 
is inductively heated by a quasi-steady electromagnetic field. As a result, un-
steady volumetrically distributed Joule heat sources appear in the panel. These 
sources create a non-stationary two-dimensional temperature distribution across 
the panel cross-section. The conditions of convective heat exchange with the ex-
ternal environment are fulfilled at the bases and side faces of the panel. A non-
stationary two-dimensional heat conduction problem is formulated to determine 
the temperature field in the panel. The solution to the problem is constructed us-
ing the approximation of the temperature distribution along the thickness coor-
dinate of the panel by a cubic polynomial. The coefficients of the approximation 
polynomial are represented by the temperature characteristics integral along the 
thickness coordinate and the conditions for the temperature boundary values at 
the bases and side faces of the panel. As a result, the original two-dimensional 
initial-boundary value problems on temperature are reduced to one-dimensional 
initial-boundary value problems on the integral temperature characteristics. 

The solution to the problems on the integral temperature characteristics 
was found using the Laplace integral transform in time and the finite inte-
gral transform in the transverse coordinate of the panel. It is obtained in the 
form of convolutions of functions corresponding to homogeneous solutions 
of initial-boundary value problems for the integral temperature characteris-
tics and functions describing the available unsteady Joule heat sources and 
surface temperature values. 

https://doi.org/10.1007/978-3-319-46015-4
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The temperature regimes of a copper panel during its induction heating 
by a homogeneous quasi-steady electromagnetic field are analyzed numer-
ically. Two characteristic modes of near-surface and continuous induction 
heating of the panel are considered. The results of calculations of tempera-
ture distributions depending on the parameters of induction heating and 
heat transfer conditions are presented in the form of 2D and 3D graphs. 

Key words: electroconductive panel, induction heating, quasi-steady-
state electromagnetic field, near-surface and continuous heating modes, 
unsteady temperature field. 
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APPROXIMATE MAXIMUM LIKELIHOOD ESTIMATION  
FOR A TWO-THRESHOLD LÉVY PROCESS: CONVERGENCE 

ASSESSMENT AND DATA APPLICATIONS 

This paper presents an approach to modelling complex dynam-
ical systems using a two-threshold Lévy process, which allows for 
changes in process properties when crossing critical values. The pro-
posed model combines three key components – drift, diffusion, and 
jump – which together enable the description of both smooth and ab-
rupt changes in system behaviour. An important feature is the divi-
sion of the process into three regimes, which enables separate param-
eter estimation in each the ranges. This approach enhances the flexi-
bility of the model and makes it suitable for analysing processes with 
complex hierarchical dynamics. To estimate the model parameters, 
an algorithm based on Approximate Maximum Likelihood Estima-
tion (AMLE) was developed. It is implemented as an iterative proce-
dure, which refines the parameters at each step with respect to the 
current threshold values and continues calculations until convergence 
is achieved. The algorithm enables estimation of drift parameters, 
diffusion coefficients and jump components, as well as the identifica-
tion of the optimal thresholds. Within the study, a methodology for 
parameter estimation across three regimes was developed, an itera-
tive algorithm was constructed, and its software implementation was 
created. The algorithm was tested on a synthetically generated da-
taset, which made it possible to evaluate the accuracy of parameter 
recovery and to examine its robustness to variations in initial condi-
tions. Particular attention was devoted to convergence analysis: nu-
merical experiments demonstrated that, at each step of the iterative 
procedure, the parameter update function reduces the differences be-
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