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ІСНУВАННЯ ТА ЄДИНІСТЬ РОЗВ’ЯЗКУ СТОХАСТИЧНОГО 
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНО-ФУНКЦІОНАЛЬНОГО РІВНЯННЯ  

З ЧАСТИННИМИ ПОХІДНИМИ СПЕЦІАЛЬНОГО ВИГЛЯДУ  
ТА МЕТОДИ ЙОГО КОМП’ЮТЕРНОГО МОДЕЛЮВАННЯ 

У статті досліджується задача Коші для стохастичного ди-

ференціально-функціонального рівняння з частинними похід-

ними спеціального вигляду, яке описує динамічні процеси з 

пам’яттю під впливом випадкових збурень. Зокрема, вивча-

ються математичні умови, що гарантують існування та єди-

ність розв’язку такого рівняння. Теоретичні результати базу-

ються на сучасному апараті стохастичного аналізу та функціо-

нального диференціального числення. 

Оскільки розв’язання подібних рівнянь у загальному випа-

дку не може бути отримано аналітично, у роботі розглянуто 

підходи до їх наближеного чисельного розв’язання. Описано 

дискретизацію простору та часу, а також способи апроксимації 

функціональних членів рівняння з використанням буфера 

пам’яті. Розглянуто реалізацію шумового впливу через дода-

вання просторово-часового стохастичного збурення, змоде-

льованого на основі вінерового процесу. 

Для перевірки теоретичних результатів і практичної ілюстра-

ції динаміки процесів з пам’яттю розроблено комп’ютерну про-

граму на мові Python, яка реалізує алгоритм розв’язання з викори-

станням методу наближених обчислень Ейлера-Маруями. Розгля-

нуто рівняння, що описує еволюцію системи з урахуванням прос-

торового поширення (дифузії), згасання, впливу історії станів 

(ефект пам’яті) та випадкових збурень (шуму). Для наближеного 

розв’язання цього рівняння використовується дискретизація прос-

тору і часу та апроксимація інтегралу пам’яті як середнього по 

буферу попередніх значень. Побудовано графічну візуалізацію 

зміни стану системи в просторі та часі та теплову карту (heatmap), 

яка показує, як «розливається» і коливається функція u(t, x) у про-

сторі та часі під впливом пам’яті та шуму. Отримані результати 

мають перспективу подальшого використання в теорії та практиці 

комп’ютерного моделювання складних динамічних систем з ефе-

ктами пам’яті та стохастичними збуреннями. Зокрема, розроблені 

підходи можуть бути застосовані до моделювання процесів у фі-

зиці (теплопровідність із запізненням, дифузія в середовищах зі 
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структурною пам’яттю), біології та екології (розповсюдження по-

пуляцій або інфекцій з інкубаційними періодами), фінансовій ма-

тематиці (волатильність із залежністю від минулих станів), а та-

кож у технічних та інформаційних системах керування зі стохас-

тичними впливами й запізненням сигналу. 

Ключові слова: стохастичні диференціально-функціональні 

рівняння з частинними похідними, існування розв'язку, наближене 

розв'язання, комп'ютерне моделювання процесів з пам'яттю. 

Вступ. Дослідженню детермінованих рівнянь у частинних похі-

дних присвячено численну кількість робіт, зазначених у монографі-

ях [1, 2] та не меншу кількість опублікованих робіт науковців напри-

кінці ХХ – початку ХХI ст., зокрема, праці А. Д. Мишкіса, М. В. Аз-

белева, Ю. О. Митропольського, А. М. Самойленка, М. М. Перес-

тюка, В. П. Рубаника, В. І. Фодчука, Д. І. Мартинюка, Дж. Хейла, 

Е. М. Райта, Р. Беллмана та багатьох інших. Після введення поняття 

стохастичного диференціалу та інтеграла, заміни змінних для стохастич-

ного диференціалу, визначення сильного розв'язку стохастичного дифе-

ренціального рівняння (СДР) у відомих роботах [3-7] та їх подальше 

поширення на класи стохастичних диференціально-функціональних рів-

нянь з частинними похідними (СДФРЧП) [8-11] (див. наведену бібліо-

графію в цих роботах) стало можливим дослідження асимптотично си-

льного розв'язку для СДФРЧП. Зокрема, у монографії [12] доводиться 

теорема про розв’язність задачі Коші для лінійного параболічного стоха-

стичного рівняння з неперервними збуреннями, розв’язання якого в фік-

совані моменти часу зазнає імпульсного впливу. Подальше дослідження 

СДФРЧП йшло шляхом створення математичних моделей складних реа-

льних систем, які вимагають враховувати випадкові параметри у цих 

рівняннях (див., наприклад, роботи [13-18]).  

Постановка задачі. Нехай на ймовірнісному базисі 

      
1 2

1 2 1 2, , , 0 , , 0, , ;t t tt t t T t t     , PF F F F   

задано стохастичне диференціально-функціональне рівняння з час-

тинними похідними спеціального вигляду (СДФРЧПСВ) під дією 

випадкових процесів        1, , , : 0,t t T     T R  з простору 

Скорохода D  неперервних праворуч процесів, що мають лівосторон-

ні границі [3, 4] 

 
    
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  

 


 (1) 

за початковими умовами 
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   000
, , , ,

tt t
u t xu     


    

    
0 0

, ,, , kkxkx t t t
B u t xB u    

 
   (2) 

де  ,0 ,   0  ; 1,2,..., 1k m  ;   1, , :u t x X  T R ; 

 , , tu t x u   ;   1
1 2, ,..., nx x x x X   R ; неперервні випадкові про-

цеси      1, , , :t t    T R  та одновимірний вінерів процес попа-

рно незалежні, при цьому   2 1, 0;w t t  E    2
2 1,w t t  E  

2 1 1 2,t t t t    для довільних    1 2, 0, , 0t t T T  T ; 

 
 

1
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, ,
, ... ,

... n

k

kx t n

n

u t x
B u k

x x
 

 
 

 
   

 
 (3) 

1, ,k m   ,0 ;      , , ,..., ,a t t    та   , , ,..., ,b t t    є непере-

рвними функціоналами від другого до передостаннього аргументу, а 

також неперервні по t T  та  ,t   і  , .t   

Зауважимо, що при 0   матимемо стохастичне диференціальне 

рівняння з частинними похідними; при ,    0   матимемо стохас-

тичне диференціально-різницеве рівняння за Беллманом і Куком [1]. 

Лема 1. При виконанні вищенаведених умов існує такий зв'язок 

оригінала  , ,u t x   та зображення  ,v t   перетворення Фур'є 

    
1

2
, , 2 , , , 0.

E
u t x v t    



 
R

 (4) 

Доведення. Існування перетворення Фур'є [4] 

      
1

1
, , , , ,

2

i x

E

u t x e u t x dx v t  


    

з імовірністю одиниця ( modP ) виконується завдяки приналежності 

розв'язку   1, , :u t x X  T R  до простору неперервних для ко-

жного tT  та 1x X E   та інших аргументів. Це випливає з нерів-

ності Чебишова [3, 4] 

  
  2

2
, ,

: , , 0

u t x

u t x N
N


    

E

P  

при N  , E  – операція математичного сподівання. 

Зауважимо, що під формальним записом СДФРЧПСВ (1) розу-

міємо інтегральне стохастичне диференціально-функціональне рів-

няння Вінера-Іто [3, 4, 8, 9] вигляду 
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    

    

0

0

0

, , , , ,..., , ,

, , ,..., , , , .

t

s x s m s

t

s x s m s

u t x u a s u B u B u s ds

b s u B u B u s dw s

  

  

  







 (5) 

За теоремою Планшереля [1, 3, 8] виконується інтегральна рівність 

    
2 21

, , , , .
2

v t d u t x dx   


 

 

   (6) 

Тоді, з урахуванням означення норм, матимемо рівність 

    
12

1
, , , ,

2 E
v t u t x  




R

, (7) 

що й доводить лему 1. 

Якщо     2 ,E v t t   є скалярною детермінованою функці-

єю   1:t T R , то маємо нерівність Гронуолла [1, 8, 9]. 

Зауважимо, що рівність (4) можна посилити на  -алгебри 

   1 , 2E  R : 

 
 

 
 1
2

, , 2 , .
E

u t x v t
 

  



R

 

Застосуємо перетворення Фур'є до (1)-(3), тоді матимемо СДФР 

вигляду 

 
      

      

1

1

, , , ,..., , ,

, , ,..., , , , ,

t t m t

t t m t

dv t a t v B v B v t dt

b t v B v B v t dw t

   

   

 


 (8) 

         0 0 0 0, ,t t t t tv v t u               (9) 

де  ,0   ,  

   0 , ,k t t kx t k kB v B u        1, .k m  
Зауваження 1. Виконання рівності (4) леми 1 означатиме, що 

властивості (та умови, що породжують ці властивості) розв'язку 

  1, :v t  T R  задачі Коші СДФР вигляду (8)-(9) збігаються з 

властивостями розв'язку   1, , :u t x X  T R  СДФРЧПСВ (1)-

(3) (як перетворення Фур'є відповідного розв'язку). 

Надалі будемо вважати, що існують пряме та обернене перетво-

рення Фур'є від коефіцієнтів   , , , ,..., , ,t x t mx ta t x u B u B u t   та 

  , , ,..., , ,t x t mx tb t u B u B u t  , тобто пряме перетворення Фур'є 
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   , , , ,..., , ,t x t mx ta t x u B u B u t  ,    , , ,..., , ,t x t mx tb t u B u B u t  , 

де  , ,tu u t x   ,  ,0   , 1x X R  та відповідне обернене 

перетворення Фур'є  1   такі, що  

      
1

1
, , , , , , , 0,

2

i x

E

v t u t x e u t x dx    


     

    1

0

1
, , , , .

2

i xv t e v t d    



     

Зауваження 2. Частинним випадком СДФРЧПСВ (1)-(3) є випа-

док 2m   та      1,a t a    ,      1,b t b    , тобто 

 
     

     

1

1

, , , , , ,

, , , , ,

t x t xx t

t x t xx t

du t x t a t u B u B u dt

t b t u B u B u dw t
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  

 


 (10) 

за умов 

    0 0 1, .t t x t tu B u       (11) 

Таке представлення корисне при переході від (10)-(11) до екві-

валентного квазілінійного СДФРЧП вигляду 

 
      

      

* * * * * *

* * * * *

, , , , , , ,

, , , , , , ,

t t x t xx t

t t x t xx t

du t x Au a t u B u B u t dt

Bu b t u B u B u t dw t

   

   

   
 

  
 

 (12) 

  *
0 ,t tu     (13) 

  *
0 1x t tB u     (14) 

заміною 

  
    

  

* * * * *

* * *

, , , , ,
, , , , ,

, , , , ,
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t x t xx t

Au a t u B u B u t
a t u B u B u t

a t u B u B u t

  
 

 


 , (15) 

  
    

  

* * * * *

* * *

, , , , ,
, , , , ,

, , , , ,

t t x t xx t

t x t xx t

t x t xx t

Bu b t u B u B u t
b t u B u B u t

b t u B u B u t

  
 

 


 , (16) 

Це дає можливість для слабонелінійних вихідних СДФРЧП (1)-

(3) звести дослідження на асимптотичну стійкість у середньому квад-

ратичному до дослідження на асимптотичну стійкість лінійного 

СДФРЧП вигляду [8, 9] 

    * * *, , , ,t tdu t x Au dt Bu dw t    (17) 
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    *
0, , .t tu x       (18) 

Якщо (1)-(3) є сильно нелінійним СДФРЧП або нелінійним зміша-
ного типу, то дослідження (1)-(3) на стійкість у середньому квадратич-
ному проводиться другим методом Ляпунова-Красовського [8, 9]. 

Теорема 1. Нехай на ймовірнісному базисі задана задача Коші 
для вихідного СДФРЧП (1)-(3) та виконуються умови: 

1) нелінійні функціонали   , , , , ,a t t     та   , , , , ,b t t     з імо-

вірністю одиниця належать до класу неперервних функціоналів; 

2)   , , , , ,a t t    ,   , , , , ,b t t     задовольняють умову Ліпшиця 

за всіма аргументами від другого до m -го з імовірністю одиниця 

зі сталою 0L   та при всіх  ,t  ,  ,t  ; 

3) випадкові процеси      1, , , :t t    T R  і вінеровий про-

цес   1, :w t  T R        2, 0, ,w t w t t  E E  попарно 

незалежні; 

4) функціонали a  та b  задовольняють при tT  умови обмежено-

сті вигляду: 

      , , , , , 0, , , , 0, ,a t t a           (19) 

      , , , , , 0, , , , 0, ,b t t b           (20) 
якщо  

       , 0, , , 0, ,t t t         T,  

        
0 0

0, sup sup , , 0, sup sup , .
t T t T

t t
 

       
     

   (21) 

Тоді зі ймовірністю одиниця існує розв'язок СДФРЧП (1)-(3). 

Доведення існування розв'язку СДФРЧП (1)–(3) складається з 
двох частин – прямого та оберненого ходу.  

Прямий хід містить кроки A-D.  
Крок A. Застосувавши перетворення Фур'є до рівняння (1)-(3), 

отримуємо  

       
1

, , , , , , 0,
2

i xv t u t x e u t x dx   







     (22) 

одержимо СДФРЧП для зображень вигляду 

 
    

    

1

1

, , , ,..., , ,

, , ,..., , , , ,

t t m t

t t m t

dv t a t v B v B v t dt

b t v B v B v t dw t

  

  

 


 (23) 

де    , ,t tv v t u     за умов 
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    0 0 0, ,t t tv v t v       (24) 

      0 0 , 1, , ,0 .l t t lx t t lB v B u v l m        (25) 
Крок B. Від (23)-(25) переходимо до апроксимуючого рівняння  

 
    

    

1

1

, 0, , ,..., , 0,

0, , ,..., , 0, , ,

t t m t

t t m t

dv t a v B v B v dt

b v B v B v dw t

  

  

 


 (26) 

якщо 

   0 0, , , ,t t t       T,  

 0 0, ,     0 0, ,    

     ,..., , 0,..., 0, ,a t t a      

     ,..., , 0,..., 0, ,b t t b     
за умов 

    0 0 , ,0 ,t tv t      (27) 

    0 , 1, 1, ,0 .k t t kB v k m         (28) 
Отже, можна вважати, що розв'язки (23) та (26) пов'язані нерів-

ністю 

      , , , , .v t v t t      (29) 
Крок C. Доведення існування розв'язку  ,v t   задачі Коші 

СДФР (26)-(28) проводиться локальним методом кроків (ЛМК) з пе-
реходом на глобальний метод кроків, який полягає в наступному: 

1) спочатку доводиться існування неперервного розв'язку СДФР (26)-

(28)  ,v t   на відрізку  0,  за принципом стислих відображень, 

використовуючи початкові значення   ,k   0, 1,k m   

 ,0 ,    0  ; 

2) відбувається перестановка знайдених значень  ,v t  ,  0,t   на 

місце початкових, що будуть виступати в якості початкових для 

знаходження  ,v t   на відрізку  ,2  ; 

3) пункт 2 повторюємо N  разів; 

4) припиняємо процес знаходження розв'язку  ,v t   рівняння (26)-

(28) на відрізку  1 ,N N     , якщо N T  . 

Крок D. На кожному відрізку  1 ,k k     , 1, ,k N  працює 

ЛМК знаходження розв'язку   1, :v t  T R , якщо 0
k

t
n


   , 

3 610 10 .n    
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Існування розв'язку  ,v t   при застосуванні ЛМК обгрунтовуєть-

ся принципом стислих відображень. Опишемо його застосування, а саме, 

визначимо для   1, :v t  T R  простір   як повний простір випад-

кових процесів  ,v t   з  ,T , вимірних відносно простору  -алгебр  

           
1

1 2 3

4

, , , ,
m

t j j

j

dw t t t t      




 N N N N ,  

 ,0t  , з нормою 

   
2 2

, sup , .
t T

v t v t 
 

 
   

 
E


 

Визначимо для  ,v t    оператор 

 

        

    

1

0

1

0

, 0, , , ,..., , ,

, , ,..., , , , ,

t

s s m s

t

s s m s

Sv t t v a s v B v B v s ds

b s v B v B v s dw s

   

  

  







 (30) 

              0 1 1, , , , ,..., , , , , , ,mSv t t t t t t t             ,0t  . 

Для скорочення подальших записів покладемо  

  0, const,j jt      ,0t  . 

З властивостей інтегралів Рімана та Вінера-Іто, зауважень 1, 2 та 

умов теореми 1 випливає, що оператор S  переводить простір   у 

простір  .  

Рівняння (26) еквівалентне рівнянню  

 v Sv . (31) 
Тому доведення існування розв'язку  ,v t   СДФР (26) еквівалент-

не доведенню існування єдиної нерухомої точки оператора nS  у прос-

торі   [3, 19, 20]. Визначимо оператор nS , ( nN , N  – множина нату-

ральних чисел), як n -кратне послідовне застосування оператора S .  

При виконанні умов Ліпшиця можна одержати нерівність 

 

           

     

2
1 2

2
(1) (2)

sup , ,

3 3 , , ,

t s t

Sv t s Sv t s

T T v t v t

 

 

 

 
  

 

  

E



 (32) 

де для всіх  0,t T , 
   1

,v t   та 
   2

,v t   – розв'язки СДФР (26)-(28).  
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Тоді для довільних lN  за умов теореми 1 та нерівності (32) 

можна, послідовно змінюючи 1,l n , одержати нерівність 

 

       

           

   

2
1 2

2
1 2

1 2
(1) (2)

, ,

sup , ,

3
, , ,

!

l l

l l

s T

n

S v t S v t

S v t s S v t s

T
v t v t

l

 

 

 

 



 

 
   

 

 

E





 (33) 

де E  – операція математичного сподівання. 

З нерівності (33) одержуємо, що для довільного додатного 0T   

та досить великого lN  оператор S  є стискаючим [1, 3, 9]. Отже, у 

нього існує нерухома точка v  з  , тобто виконується рівність 

 lv S v . (34) 
Випадковий процес  ,v t   є розв'язком СДФР (26)-(28), оскіль-

ки для довільних lN  з (30) випливає нерівність  

 
   

 
1 3 1

!

lk lk
k lkl Tk T

v Sv S v S v v Sv
lk

 
    

 


. (35) 

З (35) при l   випливає існування нерухомої точки  ,v t  , 

яка є розв'язком (26)-(28). 
За оберненим ходом за теоремою порівняння [1, 3, 19] існує 

 ,v t   як розв'язок (23)-(25) з урахуванням зауваження 1, оскільки 

   , ,v t v t   для всіх  0, .t T  З урахуванням леми 1 та зауважен-

ня 1 отримуємо, що існує  , ,u t x   як розв'язок задачі Коші (1)-(3). 

Неперервність  , ,u t x   за змінною  0,t T  випливає з еквівале-

нтного до СДФРЧП (1) інтегрального функціонального рівняння вигляду 

    0

0

, , , , ,..., , ,

t

s x s m su t x u a s u B u B u s ds      

    
0

, , ,..., , , ,

t

s x s m sb s u B u B u s dw s   , 

оскільки інтеграл Рімана та інтеграл Вінера-Іто є неперервними ви-
падковими процесами [4]. Теорему 1 доведено. 

Для доведення єдиності розв'язку СДФРЧП (1)-(3) за modP  

сформулюємо узагальнену лему Гронуолла для випадкових процесів. 
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Лема 2. Нехай   1, :v t  T R  задовольняє такі умови: 

1) є tN -вимірною; 

2)  , 0v t   ; 

3) обмежена дійсним числом; 

4)  , 0v t    для довільного  ,0t  ; 

5) задовольняє для 0t   нерівність  

      
0

0

: , , 1.

t

P v t L v t s d s ds   


  
   

  
   (36) 

Тоді виконується співвідношення 

   : , 0 1 0.P v t t       (37) 

Доведення. Проінтегруємо неівність з (36) 

       
0 0

1 1 1

0 0

, ,

t

v t L v s d s dsd s d



     
 

       

 
0

2 2 2 2
1 1 1

0 0

(mod ),

t

L K K d d s d L K t K



  


    P  

де  s  – функція обмеженої варіації,  

 , ;v t K    
0

;d s K


   
0 2

1

0
2

t
K t

d s d  


  . 

Повторюючи ітерації l  разів, одержимо нерівність 

  
 

 
1

1
, 0 mod

!

l l

l

LK T K
v t

l





  P . (38) 

Лема 2 доведена. 

Єдиність розв'язку задачі Коші СДФРЧР (1)-(3). 

Теорема 2. Нехай на ймовірнісному базисі 

      
1 2

1 2 1 2, , , 0 , , 0, , ;t t tt t t T t t     , PF F F F  задано задачу 

Коші (1)–(3) та виконуються такі умови: 

1) коефіцієнти  , ,t   і  , ,t   неперервні за всіма аргументами; 

2) одновимірні неперервні випадкові процеси  ,t  ,  ,t   і віне-

ровий процес  ,w t   попарно незалежні,   , 0,w t  E  

  2 2,w t t  E ; 
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3) коефіцієнти  , ,a t   і  , ,t   задовольняють умови обмеже-

ності 

 

   

    

 

2 2

2

1

, , ,..., , , , ,..., ,

1 , , , , , ,

,0 , 0, ;

t x t mx t t x t mx t

t

a t u B u B u b t u B u B u

l u t x u u t x

x

 

   



 

    

     X R

 (39) 

4) виконується нерівність вигляду 

   
2

(1) (1) (1) (2) (2) (2), , ,..., , , , ,..., ,t x t mx t t x t mx ta t u B u B u a t u B u B u    

    
2

(1) (1) (1) (2) (2) (2), , ,..., , , , ,..., ,t x t mx t t x t mx tb t u B u B u b t u B u B u     (40) 

   
2

(1) (2), , , 0,r t t rl u x u x l      

де 
       , , , ,

j j
t tu x u t x     1,2,j    ,0 ,    0  ; 

   ,
j

kx tB u x   – частинні похідні k -го порядку по x , 1,k m , 

     , ,
j j

tu u t x r    , 1,2j  . 

Тоді існує єдиний розв'язок   1, , :u t x   T X R  з імовір-

ністю одиниця  modP . 

Доведення. Під нормою розумітимемо вираз [1,4], який врахо-

вує післядію  ,0    вигляду 

    
0

2 2

0, , , ,t tu x u u t x d   


    (41) 

де   враховує значення розв'язку СДФРЧП (1)-(3) на відрізку часу 

 ,t t  , 1t R ,  ,0   . 

Доведення будемо проводити з використанням прямого та обер-
неного ходу, аналогічно до теореми 1. Прямий хід доведення склада-
ється з кроків A-C, в результаті яких прийдемо до СДФР вигляду 

 
      

      

1

1

, , , ,..., , 0,

, , ,..., , 0, , ,

t t m t

t t m t

dv t a t v B v B v dt

b t v B v B v dw t

   

   

 


 (42) 

з відповідними початковими умовами та при 

         , 0, , , 0, , 0, ,t t t T           

       
0 0

0, sup sup , , 0, sup sup , , 0.
t T t T

t t T
 

       
     

    
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Під СДФР (42) розуміємо інтегральне стохастичне рівняння Ві-

нера-Іто з післядією  ,0   , 0,   

 

    

      

0

0

0

, , , ,..., , 0,

, , ,..., , 0, , , 0, , 0.

t

s x s m s

t

s x s m s

v t v a s v B v B v ds

b s v B v B v dw s t T T

  

  

  

   





 (43) 

Доведення єдиності за ймовірністю одиниця СДФР (42) прово-

диться на відрізках  0, ,   ,2 ,  ...,  1 ,N N      з послідовним 

урахуванням знайденого розв'язку, наприклад, з відрізку  ,2   в 

якості початкових значень на  0,  тощо. 

Отже, доведемо єдиність розв'язку на відрізку  0, , потім про-

суватимемося праворуч для доведення єдиності на відрізку  ,2  , 

враховуючи за початкові дані знайдений розв'язок на  0, .  Так бу-

демо продовжувати до кінця відрізка  0,T . 

Нехай 
  1

,v t   та 
   2

,v t   – два розв'язки СДФР (42) на відріз-

ку  0, . Розглянемо такі різниці 

       
2

1 2
, ,I v t v t 

 
   

 
E  

        
        

1 1 1

0

2 2 2

, , ,..., , 0,

, , ,..., , 0,

t

s x s m s

s x s m s

a s v B v B v

a s v B v B v ds

 

 


 



 

E
 

 

        

          

1 1 1

0

2
2 2 2

, , ,..., , 0,

, , ,..., , 0, ,

t

s x s m s

s x s m s

b s v B v B v

b s v B v B v dw s

 

  

 

  


 (44) 

        

        

1 1 1

0

2
2 2 2

2 , , ,..., , 0,

, , ,..., , 0,

t

s x s m s

s x s m s

a s v B v B v

a s v B v B v ds

 

 


  



  

E
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        

          

1 1 1

0

2
2 2 2

1 2,

2 , , ,..., , 0,

, , ,..., , 0, ,

t

s x s m s

s x s m s

b s v B v B v

b s v B v B v dw s I I

 

  


 



   

E

 

де використано очевидну нерівність  
2 2 22 2A B A B   . 

Оцінимо кожний з інтегралів у (44) з використанням нерівності 

Коші-Буняковського. Для спрощення надалі опускатимемо   у фор-

мулах для  0,   та  0,  . 

        

        

1 1 1
1

0

2
2 2 2

, , ,..., , 0

, , ,..., , 0

t

s x s m s

s x s m s

I a s v B v B v

a s v B v B v ds






 



  

E

 

 

        

        

1 1 1

0

2
2 2 2

, , ,..., , 0

, , ,..., , 0

t

s x s m s

s x s m s

t a s v B v B v

a s v B v B v ds






 



  

E

 (45) 

       
2 2

1 2 1 2

0 0

t t

r s s r s sT l v v ds Tl v v ds
    

      
   

 E E .  

Далі використаємо відомі властивості інтеграла Вінера-Іто [4, 

19] для оцінки 2I , а саме: 

   
0

, , 0,

t

s dw s  
  

 
  
E  

       
2

2

0 0

, , ,

t t

s dw s s ds    
   

   
   

 E E . (46) 

Матимемо таку оцінку для 2I : 

        

              

1 1 1
2

0

2 2
2 2 2 1 2

0

, , ,..., , 0

, , ,..., , 0 , .

t

s x s m s

t

s x s m s r s s

I b s v B v B v

b s v B v B v dw s l v v ds



 


 



         





E

E

 (47) 

Далі слід урахувати нерівність 
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             

2
02

1 2 1 2
, ,s s s sv v v s v s d     



     
         

      

E E  

           
00 0 2

1 2
1 2V V , , ,t t v s v s d      

 


   
      

  
 E  

де  
0

V i t


 є повною варіацією функції  i t  на відрізку  ,0 , 

0,   1,2.i    

У результаті отримуємо нерівність для I  вигляду 

 

       

         

2
1 2

0 2
1 2

0

, ,

, , ,

t

I v t v t

L v s v s d d

 

      


 
   

 

 
    

 
 

E

E

 (48) 

де  3 1rL l T  ,      
0 0

1 2V V     
 

  . 

За лемою 2 матимемо, що 
       

2
1 2

, , 0v t v t 
 

  
 

E , тобто  

 
       

2
1 2

lim , , 0
t

v t v t 


 
  

 
E . (49) 

Отже, з мартингальної властивості [3, 4] для  ,v t  , а  

саме,     , , ,sv t v s E N  та з (49) випливає, що 

    1 2: , , 1v t v t   P , тобто за ймовірністю одиниця доведено 

існування єдиного розв'язку (1)-(3). 
Обернений хід. З урахуванням теореми 1, зауваження 1 та теоре-

ми порівняння [3, 4, 19]    , ,v t v t   можна стверджувати, що 

    1 2: , , , , 1u t x u t x   P  для довільного 1x X R .  

Теоорема 2 доведена. 

Алгоритм побудови наближеного розв'язку для СДФРЧП 
(1)-(3). Алгоритм побудови наближеного розв’язку стохастичного 
диференціального рівняння в частинних похідних зазвичай базується 
на методі Монте-Карло [21, 22] та дискретизації рівняння, наприклад, 
за допомогою методу Ейлера-Маруями [22] або диференціальних 
схем (метод Мілштейна [22]). 

Зокрема, якщо розглядати СДРЧП у вигляді 
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( , , ) ( , , )
u

u f u x t u x t W
t




  


, 

де  – диференціальний оператор, ( , , )f u x t  – детермінована функ-

ція, а ( , , )u x t W  – стохастичний шум (формальний запис просторо-

во-часового білого шуму), тоді алгоритм побудови розв'язку склада-
ється з таких кроків: 

1) ділимо область розв’язку на сітку: Δ , Δi nx i x t n t  ; 

2) вибираємо часовий крок t  і просторовий крок x ; 

3) використовуємо метод Монте-Карло разом зі стохастичними схемами: 

 метод Ейлера-Маруями: 

, 1 , , , ,( ) ( ) ,i n i n i n i n i n nu u t u f u t u W         

де ~ (0, )nW N t   – нормальний випадковий шум. 

 Метод Мілштейна (точніше враховує нелінійності): 

 

, 1 , , ,

2
, , ,

( )

1
( ) ( ) ( ) ( ) .

2

i n i n i n i n

i n n i n i n n

u u t u f u t

u W u u W t  

      

    
 

 виконуємо числове моделювання, а саме, генеруємо випад-

ковий шум nW , для кожної точки сітки обчислюємо значення 

, 1i nu  , повторюємо ітерації для всіх часових кроків. 

Розглянемо стохастичне диференціально-функціональне рівнян-
ня в частинних похідних вигляду 

( , , , ) ( , , ) ( , ),
u

u f u x t u u x t W x t
t

 


  


 

де  – оператор диференціювання (наприклад, лапласіан), 

( , , , )f u x t u  – нелінійний функціонал, що залежить від стану 

( , )u u x t   , ( , , ) ( , )u x t W x t  – формальний запис просторово-часо-

вого білого шуму. 
Прикладами таких рівнянь можуть бути стохастичне рівняння 

реакції-дифузії зі запізненням вигляду 
2

2
( , )

u u
f u u W

t x
 

 
  

 
 

чи стохастичне рівняння моделі популяційної динаміки вигляду  
2

2
(1 )

u u
ru u D W

t x
 

 
   

 
. 

Для отримання наближеного розв’язку СДФРЧП можна розши-
рити методи, використані для СДРЧП, додавши пам’ять для обліку 
затримки. Тоді отримаємо такий вигляд алгоритму: 
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1) дискретизація простору та часу (як і раніше, розділяємо область 

на сітку , ,i nx t  з кроками ,x t  ); 

2) зберігання історії розв’язку (вводимо буфер для значень ( , )u x t  , 

що зберігає значення рішення за попередні моменти часу); 
3) модифікація схеми Ейлера-Маруями: 

 для кожного вузла сітки оновлюємо стан:  

, 1 , , , ,( , )i n i n i n i n i n m nu u t u f u u t dW      , 
 затримане значення ,i n mu   береться з попередніх кроків. 

Для стохастичного рівняння теплопровідності зі затриманою ре-
акцією вигляду 

2

2

u u
u W

t x
  

 
  

 
 

при значеннях довжини області L = 1.0, часу моделювання T = 0.5, кіль-

кості точок у просторі   50xN  , кількості часових кроків   1000tN  , 

коефіцієнта дифузії   0.01  , інтенсивності шуму   0.1  , впливу 

запізнення   0.05   beta = 0.05 та затримки   0.1   отримуємо гра-

фік розподілу температури зі запізненням, зображений на рис. 1. 

 
Рис. 1. Розподіл температури зі запізненням 

Для отримання розв'язку використовувалася мова Python з біблі-

отекою deque для збереження минулих значень. При кожному кроці 

алгоритму додавалося нове значення, а старе видалялося, значення 

оновлювалися з урахуванням запізнення u . Вплив запізнення приз-

водить до осциляцій і затриманої реакції. 
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Розглянемо також стохастичне диференціально-функціональне 

рівняння з частинними похідними у вигляді: 
02

2

( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

r

u t x
du t x D u t x u t x d dt dW t x

x
    



 
     

  
  

де  ,u t x  – невідома функція часу t і простору x; D – коефіцієнт ди-

фузії;   – коефіцієнт згасання; β – коефіцієнт впливу пам’яті; r – 

глибина пам’яті (інтервал запізнення); σ – амплітуда шуму;  ,W t x – 

просторово-часовий вінерів процес.  

Дане рівняння описує еволюцію системи з урахуванням просторо-

вого поширення (дифузії), згасання, впливу історії станів (ефект пам’яті) 

та випадкових збурень (шуму). Для наближеного розв’язання цього рів-

няння використовується дискретизація простору і часу та апроксимація 

інтегралу пам’яті як середнього по буферу попередніх значень [22, 23].  

Для значень параметрів L = 1.0 (довжина простору), T = 1.0 (час 

моделювання), D = 0.01 (коефіцієнт дифузії), alpha = 1.0 (згасання), 

beta = 0.5 (пам'ять), sigma = 0.2 (шум), r = 0.1 (глибина пам’яті), 

Nx = 50 (кількість точок у просторі), Nt = 1000 (кількість кроків у ча-

сі) отримуємо при моделюванні з використанням бібліотек Numpy та 

Matplotlib мови Python теплову карту (heatmap), яка показує, як «роз-

ливається» і коливається функція  ,u t x  у просторі та часі під впли-

вом пам’яті та шуму (див. рис. 2). Кольорова шкала відображає інтен-

сивність значення функції  ,u t x . 

 
Рис. 2. Теплова карта для розв'язку СДРЧП 
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Висновки. У статті доведено існування розв'язку задачі Коші 

для стохастичного диференціально-функціонального рівняння з час-

тинними похідними спеціального вигляду (1)-(3). Окрему увагу при-

ділено обговоренню алгоритмів наближеного розв’язання подібних 

рівнянь, що можуть бути реалізовані засобами комп’ютерного моде-

лювання для динамічних процесів з пам’яттю під впливом випадко-

вих збурень. Отримані результати можуть бути використані для роз-

витку методів математичного моделювання складних стохастичних 

процесів у прикладних задачах. 
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existence and uniqueness of the solution. The theoretical results are based 

on modern tools of stochastic analysis and functional differential calculus. 

Since analytical solutions to such equations are generally unavailable, the 

paper explores approaches for approximate numerical solutions. We describe 

the discretization of space and time, and techniques for approximating the func-

tional (memory-dependent) terms using a historical buffer. Stochastic perturba-

tions are modeled as space-time noise based on the Wiener process. 

We developed a Python-based software implementation using the Eu-

ler–Maruyama method to validate the theoretical results and provide a 

practical illustration of memory-driven dynamics. The considered equation 

models the evolution of a system under spatial diffusion, damping, 

memory effects (via past state dependence), and stochastic noise. For the 

numerical solution, we use discretized approximations of the memory inte-

gral as an average over a buffer of previous values. A graphical visualiza-

tion of the spatiotemporal evolution is constructed, including a heatmap 

that shows how the system state u(t, x) «spreads» and fluctuates under the 

combined influence of memory and noise. 

The results are promising for further applications in the theory and 

practice of computational modeling of complex dynamical systems with 

memory and stochasticity. In particular, the developed approaches may be 

applied in modeling processes in physics (heat conduction with delay, dif-

fusion in memory-structured media), biology and ecology (population dy-

namics or epidemic spread with incubation delays), financial mathematics 

(volatility depending on past states), and technical or information control 

systems with stochastic effects and signal delays. 

Key words: stochastic partial functional differential equations, exist-

ence of a solution, approximate solution, computer modeling of processes 

with memory. 

Отримано: 12.06.2025 
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