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YMOBW EKCTPEMAJIbHOCTI AOMYCTUMOIO
ENEMEHTA 3A0AYI BIOWYKAHHSA TOYKU LUTEAHEPA
KINbKOX 3AMKHEHUX KYJb OEAKOIO MNOJMIHOPMOBAHOI'O
NPOCTOPY BIAHOCHO MHOXWHU LIbOI'O NMPOCTOPY
OCHOBAHI HA ABOICTOMY NOAAHHI NOXIAHOI
3A HAMNPSIMOM EKBIBAJEHTHOI in 3A0AUYI
HAUKPALLOIO HABJIMXXKEHHA

Sk BigoMo (ouB., Hampukinag, [1, c. 47]), knacuyna 3agaqa LllTeit-
Hepa B JIHIITHOMY HOPMOBAaHOMY IIPOCTOpI IMOJISTae y BiUIyKaHHI B
3a/1aHiii MHOXKHHI IIbOTO TPOCTOPY Takoi Touku (Touku llIteiiHepa),
cyMa BiJCTaHel 70 SKOi BiJl KOXKHOI 3 KUTbKOX (DIKCOBAaHHUX TOYOK ITHO-
ro npoctopy Oyna 6 HalMEHIOr, TOOTO He TIEPEBHUIIlyBala CyMH Bijl-
cTaHeil 3aJaHIX TOYOK /10 OyIb-KO1 1HIIOT TOYKH ITi€] MHOXKHHU.

Ha npakTuIli JOBOAUTHCS MaTU CIPaBy 3, TaK 3BAaHUMH, «3Ba-
xKeHUMHU» 3anadamu llITeiiHepa, B SkuX BiICTaHAM, HpoO sKi Hiia
MOBa BHIIE, TPHUIHCYIOTh Pi3HI «BAaroBi» XapaKTEPUCTHKH (IUB.,
Hanpukian, [1, c. 47]).

Skmo y «3BaxkeHii» 3amaui lllTeiiHepa «3BaXkeHi BijCTaHi»
MK (ikCOBaHMMM TOYKAMH JiHIITHOTO HOPMOBAHOTO MPOCTOPY i
TOYKAaMH MOro MHOXMHU 3aMIHUTH Ha BiJCTaHI MiX UMM TOYKa-
MH, ITOPOJDKEH], B3arayli KaXy4H, pi3HIMI HOPMaMH, 33/laHAMH Ha
PO3TISITyBaHOMY JIiHIHHOMY TIpPOCTOpi, TO OTPHMAEMO 3aaady
LlTeifHepa B MOJIHOPMOBAHOMY HPOCTOPi, fIKa € y3araJbHEHHIM
«3BaxkeHO1» 3anaudi llTeitnepa (auB., Hanpukiam, [2]).

VY pobori [2] mis BUNAAKy, KOJM MHOXHHA MONTiHOPMOBaHOTO
MPOCTOPY, BIAHOCHO SIKOI PO3MISIAETBCA Yy3araJbHeHa 3a/ada
[ TeitHepa, € OMyKIO0K0, BCTAHOBICHO CIIBBIJIHOMICHHS BOICTOCTI
Ta YMOBH E€KCTPEMAaJIBHOCTI JOMYyCTHMOIO PO3B’sI3Ky Lie€i 3amaui,
OCHOBaHI Ha CHiBBIIHOIIEHH] ABOICTOCTI, 1[0 Y3aralbHIOIOTh BilO-
Mi pe3yibTaTd, OTPHMAaHi Ul 3ajadi HAHKpamoro HaOIMKEHHS
eJIeMEeHTa JIIHIHHOTO HOPMOBAHOT'O [IPOCTOPY OMYKJIOK MHOXHHOIO
LBOTO IPOCTOPY (AMB., HapHUKIAA, [3]).

3amaga, Mo PO3MIINAETHCSA B POOOTI, OTPHUMYETHCS BHACIIJIOK
3amiHuM B y3arajbHeHidl 3amaui LlTteiinepa B mojiHOpMOBaHOMY
mpocTopi (ikCOBaHMX TOYOK JIIHIHOTO HAJ MOJEM IiHCHUX YHcem
IIPOCTOPY 3aMKHEHUMH KYJISIMH, IO BU3HAYAIOTHCS BIATIOBITHIMU
HOPMaMH LIbOTO NPOCTOPY. B SKOCTI BifcTaHeil MiX OTpUMaHUMH
KyJIIMH Ta TOYKaMH ()iKCOBaHOI MHOKHHH JIHIHHOTO TMPOCTOPY
NIpUiMaroThCsa TrayclopdoBi BifCTaHi MiX HHMH, ITOPOMXKEHI Bil-
MOB1THIMH HOPMaMHU.
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KuirouoBi cinoBa: noninopmosanuii npocmip, 3amkHeHi Kyni
NONIHOPMOBAHO20 NPOCMOpY, 2aycoopdosa giocmanb, y3azanbHe-
na mouxa Ilmetinepa, excmpemanvhuil enemenm, yMogu excmpe-
MabHOCMI elemMenma.

Beryn. Y cTatTi JOBEAEHO €KBiBAICHTHICTD 3a[adi BIIIIyKaHHS y3a-
ranpHeHo1 ToukH [lITeifiHepa KiMBKOX 3aMKHEHUX KyJIb MOJIiHOPMOBAHOTO
MPOCTOPY BiJTHOCHO MHOXXHHH ILILOTO MPOCTOPY JEsKil 3a1aui Haikparo-
ro HaOJNM)KEHHS eJieMeHTa JIHIHHOTO HOPMOBaHOTO POCTOPY MHOXKHUHOIO
OO TPOCTOPY. 3 ypaxyBaHHAM Ili€i €KBIBAJIEHTHOCTI BCTAHOBJICHO He-
00XiZHI, JOCTaTHI YMOBHM Ta KpHTepii EeKCTPEeMaJbHOCTI JOMYCTHMOTO
PO3B’SI3Ky pO3MIISAYBaHOI 3a/1adi BiJIIyKaHHs y3araibHeHoi Touku [1Ireit-
Hepa KUTBKOX 3aMKHEHHX Kylb IMOJiHOPMOBAHOTO HPOCTOPY BiITHOCHO
MHOKHHH I[OTO IPOCTOPY, OCHOBAHI Ha JIBOICTOMY IOJaHHI MOXiJHOI 3a
HATIPSMKOM ii IIUTBOBOT (DyHKIIII.

ITocranoBka 3agauvi. Hexaii X — niHIMHWEA HaJ IOJIEM NIMCHUX YHCEIL
TPOCTIp, ||||I , 1=1m, — HOopmH, 3amani HA X , (X ,||||I =1 m) — BIJIIIOBIJI-

HHH TOJIHOPMOBaHuit mpoctip; B, (ai ) = {y e X :||y - g ||I < I’i} ,i=1m,—

3aMKHEHI KyJTi JIIHIHHIX HOPMOBaHHUX IPOCTOPIB (X ,||||I ) 3 LEHTPaMH y TOY-
Kax @; € X Tapaniycamu I;; V < X; ana B, ( ) Ta XeV
H; (Br, (ai),{x}):max sup |nf ||y Xl sup |nf ||x yl
yeB, (a) %< 1x1YeB, (
rayciophosi BicTami mix MHOKHHaMH B, (a) ta {x}, ne xe X, ni-
HIFTHOTO HOPMOBAHOT'O MPOCTOPY (X ,||||I ) ci=1m.

IMocTaBuMO 3a/1a4y BiJIIIYKAHHS BETUUUHA
. m
a\,(B, (ai),izl,m):lanHi(Br (ai),{x}). (1)
! xeV i1 !
Sxmo icHye eneMeHT X eV TaKWi, TSI IKOTO

m o m
> Hi (B, (a).{x'}) = a) (B, (a).i=1m)=inf > H; (B, (a).{x}),
i=1 Vi1

TO Horo OyZeMo Ha3WBaTH y3aralibHEHOK Todkoro IlTeifHepa 3aMKHEHHX

kyms By (&), i =1,M, NOMHOPMOBAHOTO IPOCTOPY (X i =1,_m) BizI-

HOCHO MHOXHUHH V 1IbOTO MPOCTOPY 200 MPOCTO EKCTPEMAIILHUM elieMe-
HTOM JIs BemauHH (1).
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VYpaxoByroun BHKIAJe, 3aqady Biaurykans Benuuunu (1) Oyaemo
Ha3MBATH 3aJlaUel0 BiAlIyKaHHsS y3aranbHeHol Touku llIteitHepa 3amkHe-

HuX Ky1b B, (g ), i =1, M, MOJIHOPMOBAHOTO MPOCTOPY (X ,||||I =1 m)
BiTHOCHO MHOXHHHU V IIOTO MPOCTOPY.

Teopema 1. Cnpageonusa pisnicmo

a\j(B( |—1m) !(r;\f/ZH( })zir;\f/[i"ai—x||i+i§1:rij.(2)

Tl mozo wob enemenm X 668 eKCmMpeMansHuM enemMeHmom O 8ei-
yunu (1), Heobxiono i docmamubo, Wob yeil eremenm 0y8 eKCmpemMaibHUM
eNleMeHMOM (ONMUMATLHUM PO38 S3KOM) 3a0aul GIOULYKAHHS 8CIUYUHU

m
3, ®
Jlosenenns. [lepexonaemocs, nepi 3a Bee, mWo s B, (ai ) , 1= 1,_m ,

Ta Xe X
Hi (By (a),{x}) =l =], + 1. Q)

HiiicHo, MaeMo, 110
(B (). ) =max) sy ity =
yeB, (g, yeB, (ai)

- ||y XII i=1m
ye

®)

S0 s ie{L...,m} & =X, To 3rizHo (5)
Hi (B, (@), x}) = sup ly=x, =5 =~ +5.
yeB,(a)

VY upoMy BUNAJKY piBHICTH (4) 1OBEICHO.
PosrisHeMo BUIazoK, komw ans i € {1,...,m} & # X . 3rigno (5)

(B (@) 09)= s Iy, <
o (6)
< s fy-al, +a x| =l -, +5.
yeB, (a)
Jlerko NEPEKOHATHUCA, IO TOYKA
I
y, = XJ{HWJ(&‘ x)e B, ().

Tomy (muB. (5), (6))
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Iyi =x[; =l =x[; +x < sup [y—x[; =H; (Br. (ai),{x})ﬁllai =] +5-
Yy

3BizcH BIUIMBA€E CIIPAaBEINIUBICTD PIBHOCTI (4) y IIbOMY BHIIAJIKY.
Bracmiok piBHOCTI (4) BUKOHYETBCSI PIBHICTH (2).

o * ..
Hexaii X € CKCTpEMAJIbHUM CJICMCHTOM [JId 3a/ja4vl BIAIIYKAHHS BC-

muauan (1). Toxi X €V i ams koxHOro X eV

iZ::“ai -], ﬂé” :iZ::Hi (Br. (ai)’{x*})g

()
SZ;‘Hi (B, (ai),{X}):;"ai — x| +§ﬁ-
3Biaku i B =
i"ai _X*”i = i”ai _X"i » XeV. (8)
i=1 i=1

* . .
e o3Hadae, MO X € SKCTPEeMaTbHUM EIEMEHTOM IS 3ajadi Bij-
IIyKaHHs BennauHu (3).

* . .
HaBl'laKI/I, SAKIIO X € CKCTpEMaJlbHUM CJICMCHTOM JUJIA 3aJad4l BIALIYy-

KaHHS BeNYHHH (3), TO X eV imwmsBeix xeV Mae micie HepiBHICTS (8).
3 (8) BummBae, mo s BCix X €V crpaBemmuBi criBBigHOMEHHS (7). Tomy

X € eKCTpeMaIbHAM eIeMEHTOM TSl Benmmuauau (1).

Teopemy 10BeeHo.

IMo3nauumo gani yepes X" — M-apHuii AexapTis (IpsAMuit) 100yTOK
npocropy X, 10610 X™ ={(X,.... Xy ) 1 % € X,i =1, m}. Toknazemo s

X=X, %) s Y= (V1Y) €X™, @ eR:

X+Y =(X + Y11 Xn + Y ) » X = (X, Xy -
Jlerko mepexoHATHCS, 1O O3HAYCHI BHUINE ONeparlii 10JaBaHHS ejie-
MeHTiB X™ Ta MHOKEHHS MIMCHHAX YHCE)I HA IIi €JIEMEHTH 3aJI0BOJIbHAIOTE
BCIM akcioMaM JIHIHHOTO Haj MoJieM MiCHUX yucea mpocropy. OTxe,

X" € niHifHAM Hax TTOJEM MHCHHUX YHCEN npoctopoM. [T KOKHOTO

(X0 Xy ) € X™ TIOKTAZEMO (X, .00 Xy )|

wn = i“”xi ||I . Jlerxo nepexona-
i1

THCA, TI10 (X ™1 N ) € JIHIHHIM HOPMOBAHHM ITPOCTOPOM.

Byzemo nosnadaru gam: X; = (X JH ) ci=1m; XM= (X ™

R Xm);

Xi* — mpoctip, cupsbkenuit 3 X, i=1,m; (X m) — IPOCTIp, CIIPSKEHUI

3 XM,
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Teopema 2 (nuB., Hanpuknan, [2]). Jua mozo wob eremenm @ Ha-

m * . . .
Jledcas npocmopy (X ) , HeOOXIOHO | 00Cmamub0, Woob ICHY8aNu €OUHUM

cnocobom  eusnaveni  @pyuxkyionamu T, Xi* , i:l,_m, maki, wo
Xl, Y Zf , Xl,...,Xm)eXm, npUYOMY CHpageoIusa pig-
Hicmb = max ||f ||X , Je ||(/;|| sup M,
1<i<m X ;eXm (Xl’ ’Xm) X
m )*
fi (x ) T
f; —sup i=1m.

Hopsm i3 3amavamu BimmrykaHss BennanH (1), (3) Oymzemo posrisga-
TH 33/1a9y BiIIIYKaHHS BEITUYUHA

(><1,..|.,nf || (Bgyeees 8 ) = (X, Xy )

- ©)

Ie D={(X ..... x)e X" :XeV} — miaroxans MaOXHHA V™ =V x---xV .

3po3yMmijio, MO 3aj7a4ya BiglIyKaHHS BenwduHU (9) € 3amadcio Haii-
KpAIOro HAG/IKEHHS eeMeHTH (@, ..., 8y )€ X" MuoxuHol0 D X™

)
Teopema 3. Cnpaseonusa pignicmo

m
iXQ\‘;ZHai_X"i: mf || Bgyeens 8y ) = (X oo Xy )
=

o ey s m
B JIIHIHHOMY HOPMOBAHOMY MPOCTOP1 (X ,||

PN CL)
Jna mozo wo6 enemenm X eV 0y6 excmpemaibHuM eleMeHmoM
. . * *
ons genuyunu (1), Heobxiono i docmamnvo, wWoob eremenm (X ...... X )e D
6y6 excmpemanbHuM eiemeHmom Ot eenuyunu (9).

Jlosenennsi. Hexaii x eV . Toxi (X,...,X)eD ra

Dl =X = (@ an ) = (X X = AE (8@ ) = (e X )
i=1 (X1 ..... Xm)eD
Tomy
P R C N CRRE SRS It

Hexait Temep (xl,...., m)eD. Tomi  (Xgyewn X ) =(Xyer X) €
X €V . BHachimok mporo ogepxxyemMo, o
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||(a1,...,am)—(x1,...,xm)|xm :||(a1,...,am)—(x,...,x)|Xm =

m m
o = 2l 2 inf S,
1= 1=

=& =%, = X)|
3BijgcH MaeMo, 10

L ST

|nf Z"a -x] - (12)

3i Cl'[iBBlI[HOHIeHI) (11), (12) BummBae cripaBeymiBicTh piBHOCTI (10).
o * *
Hexaif renep X €V Ta X € eKCTpeMaJIbHUM €IEMEHTOM JUIS BEIH-

yunu (1). 3rigHo 3 Teopemoro 1 X € E€KCTPEMAJILHUM €JIEMEHTOM IS Be-
muney (3). 3 ypaxyBaHHAM 1poro Ta (10) onepxumo, HIO

> -, =fawn) =) =08 Dol =

" XeV 4

= iq(l:)ED”(al,...,am)—(xl,...,xm )

X’
IpUIOMY (X*,....,X*) €D, ockimskn X €V .

. * *
3BijcH BHILIMBAE, 1110 (X yeeen X ) € eKCTPEeMAIIbHUM EJIEMEHTOM IS
Ben4uHU (9).
o * * * * *
Hexait tenep (xl,....,xm):(x ¢ )e D, e x €V, e ekcrpema-

JTBHUM eeMeHToM 1t Benmmurad (9). 3rigao 3 (10) oxepxumo, mo

(x1 _____ || RS P CTRR =H(a1,...,am)—(x*,...,x*) .

m
:E”ai —X “. =|Xr;\1;i§||ai -x], -

. *
3B1HCI/I BUIINIMBAE, IO X € €KCTPEMAJIbHUM CJICMCHTOM IJIs1 BEIMYM-

Hu (3). BignoBinHo 1o TeopemMu 1 X € eKCTpeMalIbHUM €JIEeMEHTOM JUIst
BesinunHH (1).
Teopemy noBeneHo.

3 teopem 1, 3 BUIIIMBa€, IO YMOBH EKCTPEMAJIBHOCTI €JIeMEHTa
* .
X €V mna 3amau (1), (3) Ta yMOBH EKCTPEMaJbHOCTI eJIEMEHTa

(X*, vy X*) € D nnsa Benmmumam (9) criBmagaroTh.

AKTyaJBHICTh TeMHM. AKTYaJIbHICTh 33/a4i BiaykanHs BenuauHu (1)
Ta ii eKCTpeMalIbHOTO eneMeHTa (y3aranbHeHoi Touku llTeiiHepa) BUIIMBae
31 3MICTy MOHATTS y3arainbHeHoi Touku I1ITeiHepa, OCKUIBKU CyMa rayciop-
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(oBuX BizncTaHell Bin 3aMKHEHMX Kylab B, (ai ), i=1m, HOJIIHOPMOBAHOI'O
TIPOCTOPY (X ,||||I =1 m) 0 miei Touku X €V He MIEPEBHUIILY€E CyM Ta-

ycnophOBUX BificTaHEH Bifl IIUX KyJIb JIO 1HIINX TOYOK MHOXKUHH V .

3amaua IllTefiHepa 3HAXOOWTH CBOE 3aCTOCYBaHHSA NIPH BHpIIICHHI
MUTaHb ONTHMAJIBLHOTO PO3TAIlyBaHHS LIEHTPIB 0OCIYrOBYBaHHS, JESKHX
mpo6IeM MeXaHiKH TOIIO.

Bume BcTanoBNeHO, 1O 3ajava BimmrykaHHs BenuuuHU (1) exBiBa-

neHTHa 3amadi (3) BigmrykanHs Touku llTeitHepa Todok &;, i =1m, mo-
JHOPMOBAHOTO TIPOCTOPY (X S i =1, m) , 9ACTKOBHMH BHITAJKaMH AKOT

€ xiacuuHa 3aqaua lllreitnepa, «3Baxena» 3agada lllreitnepa Ta iH. Tomy
aKTyaJbHICTh 3a[adi BiANTYKaHHS BeMWYWHH (1) MiIBUIIY€ETHCS IIe W THM,
IO OTPUMaHi MpH I AOCHIKEHHI Pe3yJlbTaTH MOXXHA BUKOPHCTATH IS
BCTAQHOBJICHHSI BiJITOBIJHUX PE3yJIbTATiB IS TUX 3374, SKi BKIAJAFOTHCS
y cxemy ii mocraHOBKH, 30KpeMa [uisi 3ajadi (3), a Takoxk Juisi 0OyIOBH
301KHUX YHCENBHUX METOIB PO3B’A3yBaHHS LUX 331a4.

JlonoMixkHi TBepIKeHHS.

Teepmkenns 1. Hexani X = (X ,||||) € JHIUHUM HAO noaem OIUCHUX
uucen nopmosanum npocmopom, X — npocmip,  cnpavcenuti 3
X = (X"") cax eX; p(X) =||a—x||, xeX; Gp(x*) — cybougpepen-
yian yuxyii P 6 mouyi X (Ous., nanpukiao, [4, c.74]).

Tooi p € onyxnoio i nenepepenoilo Ha X @ynkyicio ma:

1) 6p(x*):{f e X" | f]|=1max f (x*—a)z f (x*—a):“x*—a”}dif

i<t

= B; (X*—a),}mmo X # a;
* * def * *

2) op(xX")={f e X1 <1} = B}, o X" =a.

JloBeneHHsi. BUKOPHUCTOBYIOUM BIIACTUBOCTI HOPMH, JIETKO MEPEKOHA-
THCSL, 110 11 OyIb-KUX Xj, X, € X, X € [O;l] Mae MICIIE CITIBBIHOIIEHHS

p((L-a)x +axy)<(1-a)p(x)+ap(x,).

Tomy p € omykmoro Ha X ¢yHKIi€eo (quB., HanpuKiam, [4, c. 56]).

fi menepepsHicTs Ha X BHILIHBaE 3 HEPiBHOCTI:

P0a)=p(%e)| =[la=xl-fa- ]| <[a—x -(a=x ) =[x =l
[Ka Ma€ Micle Ui BCiX X, X, € X .
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[epexoHnaeMocs y CripaBeAIMBOCTI CHIBBIIHOIIEHD 1), 2) LIbOrO TBe-
PIKEHHSL.

[punyctumo, mo f € Gp(x*) . Tomi nnst Beix X € X
"x—x*”:”(x—a)—(x*—a)”z"x—a"—"x*—a":
=p(x)- p(x*)z f(x—x*),
f(x—x*)gux—x*“. (14)

[Moxmanemo B HepiBHOCTI (14) X = X +2 , 2eX T1a z#0. Tomi

(13)

0JIEPIKUMO, IO f(z)£||z|| z+0. 3Bi£[KI/I
Itl= sup " " < (15)

[Tpuryctimo, 110 X #a.3 HepiBHOCTI (13) mpu X =a oAepKuMo, 1110

* * * * f(x*_a)
—Ix —a|=fla-x |, [x —a|<f(x —a), — >1. (16)
b=l ). el < (00 -a). 2o
f(x*—a)
-] -

f (X* —a) = “X* —a” Tomy mpu X #a mis f e ép(x*) OJIEPIKUMO, 110

3i cnisBigHowens (15) Ta (16) Bummsae, mo | f|=1=

If]=1, “x —a“ \\SfLﬁElf(X —a) f(x*—a).

3Bincu BuIumMBac, mo f € Bx' (X* - a) . Tomy
ap(x*)c B;~(X*—a),§IKH.IO X #a. (17)
[punyctuMo Temep, mo f € B;x (X* —a) , 10610, mo | f||=1,

”X —a” r‘nﬁxf(x —a)z f(X*—a>.TOZIiI[J'I${BCiX Xxe X
fl<i

p(x)=p(X)=la—x|-[a~x"|=|x—a]-|x"-a] =
=ng>§ f(x—a)-f (x*—a)z f(x-a)-f (x*—a)z f(x—x*).
Tomy f eap(x*).Omce,
B;*(x*—a)cap(x*),axmo X #a. (18)
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3i cmisBigHoreHs (17) ta (18) poOMMO BHCHOBOK PO CIIPAaBEIIH-
BICTH PiBHOCTI 1) TBEpIDKEHHS.

. . . o * .
[epexonaemocs y cripaBeanuBocti piBHOCTi 2). Hexait X =a. Toxi
I BCiX X € X

p(x)- p(x*):||a—x||—||a—x*||:"x—x*”: m’g f (x—x*)z f (x—x*)

g Beix f e B;* .
Tomy
By- < ap(x'). (19)
Hexait f e Op(X*) . Tomi ms Bcix X e X

p(x)- p(x*) =a- x||—”a— x*“ = Hx— x*“ > f (x—x*) :
3gincn Bummeae, wo || f| <1. Tomy f e B;* . OTXKe, BCTAHOBIICHO, I1I0
ap(x*)c By- . (20)

3i cniBBignomiens (19), (20) BumMBae crpaBeIUBICTh PIBHOCTI 2)
TBEPIKCHHSI.
TBepa:KeHHS J0BEACHO.

TTo3nauumo maini

PO X ) = (@08 ) = (s Xin o0 (Ko X ) € X

pi(x) =l =x|,, xe X, i=1m; By ={fex [l <1, i=1m;

B;:(x*—ai)z{f eX; :||f||Xr :1,”x*—ai”i = fn;%x f(x*—ai): f(x*—ai)},

aKuo X € X, ie{l...m}, X #a.

Hacainox 1. Iinvosa gyuxyisn P(Xy,..sXpn )y (X, Xy ) € X™, 3a-
oaui giowykanus eeauyunu (9) € onyKnow ma HenepepsHolo Ha NiHIIHOMY
Xm); Pynxyii p;(x) xeX, i=1lm, e
ONYKIUMU A HenepepeHUMU HA JIHIUHUX HOPMOBAHUX NPOCTOPAX
(X ,||||I) 8I0N0BIOHO.

HOPMOBAHOMY NPOCMOPI (X m ,||

Ja X e X Ccnpaseousi Cni6BIOHOUICHH .
1) sxwo ons ie{l,...,m} X #a;, mo op; (X*) = B;f (X* —ai) :
2) axwo ons i €{l,...,m} X =a;, mo op; (X*) = B;: )
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CripaBeUIMBICTh HACITIIKY BUIUTHBAE 3 TBEPKCHHS 1.

Ioxinna 3a HANPAMKOM HiILOBOI (PyHKUii 3agaui BiTmrykaHHs
semaunn (9). LinboBy GyHKIIO P(Xg,e Xy )+ (Xgsoon X ) € X, 38701
BiIIIyKaHHs BETUYUHU (9), MOJKHA TIOAATH y TAKOMY BHIJISIII:

P(Xysoes X ) =|| Ay, 8 ) = (X Xy )|

xm =
Z"a il Zpl D) (%X ) € X,

e, SK 1 BHUIIIE, pi( ):"ai—X”i, Xe X, |::Lm.

(21)

ol CRRLTERENEL oY

Teopema 4. Hexaii X eV, Il(x*)z{i e{l..m}:a = x*},
IZ(X*)z{i € {1,...,m} ‘g = X*}. Tooi onsa (X*,....,X*)e D ma 6yov-sxozo

(yl, s ym) eX™ cnpaeeousa pigHicmo

p’((x*,....,x*),(yl,_,_,ym)):
Z(l fy)+ > maxf(y)- (22)

feB ) . -\ feB .

= max  f(yi)+ 2 [l
ie%(*) fEer(x _a\) I ieé‘;(') o
HoBegenns. 3riqHo 3 HacmimkoM 1 QyHKIsA p(Xl, e Xm) ,

(X4, X ) € X™, € OIYKIIOKO Ta HENMepepBHOIO HA JIHIHHOMY HOPMOBa-

HOMY HPOCTOpi (X xm)’ a dynxuii p;(x), xe X, i=1m, € omyk-

JYMHU Ta HETEepEepBHUMHU HA JIHIHHMX HOPMOBaHHX IPOCTOPAx (X,||~||i )

ToMy iCHYIOTH iX CKiHUEHHI MOXigHI B OyIb-SKAX TOYKaxX JIHIMHUX HOP-
MOBAaHHX TPOCTOPiB, HA SKHUX Ii (PYHKIII PO3MISLOArOTHCSA, Ta 3a Oynb-
SKAMH HAIPSIMKaMH X [TPOCTOPIB (IKB., HApUKIIaz, [5, c. 353]).

Hexait X €V i, oTxe, (x*,....,x*>e D,a (YY) € ZOBiIbHIM

HanpsiMkoM ripoctopy X". BigmoBizHO 10 3a3HaYeHOro BHINE Ta PIBHOC-
Ti (21) cnipaBemyIMBI Taki CITiBBiAHOIICHHS:

B e T )

t
t>0

m

p(x*+tyl,...,x*+tym)— p(x*,...,x*) i Pi (X*+tyi)_z Pi (X*)

= lim = lim = = =
t—0, t t—=0, t
t>0 t>0
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=3 i pi(x*ﬂyi)_pi(x*)=§ljpi'(><*,yi)' (23)

ac p,((X*’---:X*)v(YL---aYm)) — noxigHa QyHKUii p B TOYLI (X*,....,X*)

32 HaNpSIMKOM (yl,..., ym), a p/ (X*, yi) — noxigHa ¢yHkuii P; B TO4Ii

X 3a HampsmkoM Y;, i =1m.
Bimomo (quB., Hanpukiaf, [5, ¢. 354]), mo

o/ (X v )= max (%). (24)

3rizHo 3 HachmiakoMm 1 Op; (X*) = B;x (X* —ai), AKIIO | € Il(x*), Ta

*

op; (X*) = By-, sKio ie IZ(X*).

3 ypaxyBaHHAIM LBOTO Ta piBHOCTeH (23), (24) oTpuMaeMo CIIiBBif-
HomreHHs (22).
Teopemy 10BeeHO.

JlBoicTe MoaaHHsI KOHyca BHYTPIlIHIX HaNpsIMKIiB JesKol JieOe-
roBoi MHOKHHH Wi1boBOI (yHKUIl 3a1a4i Bimmykanus Beanunnu (9).

Hexait X eV i, OTXKe, (X*,...,X*)e D . Ilo3naunmo uepe3 Q(X*,...,x*)

TaKy J1e0EroBy MHOXKMHY LIJIbOBOI (YHKIII P 3a1ad4i BIALTYKAHHS BEJH-
yunu (6) (muB. (21)):

Q(x*,...,x*):{(xl,...,xm)e X™ (Koo Xy ) < p(x*,...,x*)} .

By/ieMo To3HauaTh Yepes r(Q(x*,..., X), (X1 x)) — KOHYC BHY-
TPIMIHIX HAIPAMKIB [T MHOKHHH Q(x* ..... x*) 3 TOUKH (x* ..... x*). Hpu
uboMy Touka (Yp,..,Yp)€ X™ Hamexuts F(Q(x*,...,x*),(x*,...,x*)),

xm)

ta yncao £ >0 Taki, mo (X sy X )+t(zl,...,zm)eQ(x e X ) TUTSL BCiX

sKuto icuye okinm O(Yy,..., Yy ) TOUkH (Vi,..., Yy ) IPOCTOPY (Xm,”-

te(0,¢) 1a (z,....2,) €O( Y11, Yin ) (AMB., HAMPHKIAZ, [5, ¢.2]).
Teopema 5. Hexaii X eV i, omore,
(x*,...,x*)e D, Il(x*)z{i efl..m}g = x*},
Iz(x*)z{i ef{l..m} g = x*}, Q(x*,...,x*) 2D,
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Cnpaseonuea pigHicmo
F(Q(x*,...,x*),(x*,...,x*))z
=3V Ym)eX™: D max  f(y)+ (25)

iet,(x) F<B; (X -a)
+ie§x*) e f (vi)= ie%*) ) f(y )+i€§le)||yi k<0

HoBeaenns. Ockinbkn (QyHKITISA p(Xl,...,Xm), (Xl,...,xm)e X" e

ONYKJIOI0O Ta HENEpPEepBHOIO HAa JIHIMHOMY HOPMOBAHOMY IIPOCTOpi

(x™}

» | (muB. Hacmigok 1), To 3rigHO 3 TBepmKeHHIM 6.9.1 [5, €. 383
X

F(Q(X*,...,x*),(x*,...,x*)) _

(26)

BiamnoginHo g0 Teopemu 6.4.8 [5, €. 354]

p'((x*,---,x*).(yl,---,ym))=¢eagpxza’>_<_qx*)¢>(y1,---,ym), (Yo Ym ) € X™. (27)

3i cniBBinHOIIEHB (26), (27) BUIUIMBAE, IO

1“(Q(X*,...,x*),(x*,..., x*)) -

={(y1,---me)€ XM p'((x*,...,x*),(yll---: Ym))<0}'

3 piBHOCTeH (22) 1 (28) omepxyemMo criBBigHOIIEHHS (25).
Teopemy noBeneHo.

(28)

Konyc rpanmyHux HanpsMkiB st MHOkMHH D 3 Toukm

* *
(X ...... X )e D . B mogampmomy OyneMO BHKOPHCTOBYBAaTH TaKOX ITO-
HATTS KoHyca I’ (D,(X D )) TPAaHUYHUX HAIMPSIMKIB TSI MHOXKHHH D

3 TOYKH (X*,...,X*) e D . IIpu upoMy TOYKa (yl,...,ym)e(xm,”.

o) we

JIEXUTh [ (D,(X ¢ )) TOJI 1 TUMBKH TOM1, KOJH IJisl OyIb-SIKOTO OKO-

1y O(Yp,eer Y ) TOUKH (Yy,..0, Yy ) TIPOCTOPY (Xm,||~ Xm) Ta Gy/1b-SIKOTO
wncna  £>0  icHyloth TOuKa  (Zy,...,Zy) €O(Yy, V) Ta uMCIHO

a €(0,&) Taxi, mo
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(x*,...,x*)+a(zl,...,zm):(x* +az,.., X +azm)e D

(muB., Harpuknaz, [5, c. 3]).
CrpaBesivBe Take TBEPAKECHHS.

Teepmkennst 2. [Jua mozo wo6 mouka (Yy,...Yn) Haredxcana
r ( D,(X*, - X*)) , HEOOXIOHO | 00CcmamHt»b0, Woo ICHY8aNa NOCTIO08HICHb MO-

Yok X, €V, n=12,..., ma 0ooamna neckinyenno mana YUcn08a NOCIIO06HIC-

*

. . . X, — X
mo a, (a, >0, n=12,..., lim ¢, =0 ) maxi, wo lim|-———y;| =0,
n—o n—o0 an i
1

mobmo L&) Y ¥ PO3YMIHHI HOpMU ||||I y =1,_m.
an

JoBenennsi. Heobxionicme. Hexali Touka (yl,...,ym) iz X™ mHane-
)KaTh F*(D,(X*,...,X*)). Bissmemo ¢, >0, n=12,.., limg, =0. Toxi

nN—o0
AJIsL OKOJTY

ONE7 ym):{(zl,...,zm):"(zl,..., Z) = (Y10 Vin )|

m
oS-yl <)
i=

Ta &, >0 icHyloTh (Zf,...,zrr:])eon(yl,...,ym) (i
i1

z} —yi"i <é&) 1a
0<a, <&, Taxi, o
(x 't )+an(zf,...,zr?1)=(x +azf,..,X +az,r:])eD,
. * n * n
TOOTO icHye Take X, €V , Mo X +a,Z =...=X +0,Zy =X,

. X, — .
3BiJCH BUILIUBAE, 1110 Zi” = , 1=1m, mpuuomy

an

m m _y
zzi“_yi”izz u—yi <g,, N=12,...
i=1 ap i

i=1

3 ypaxyBan#sM toro, mo lim &, =0, 3 ocranHBOI HEpiBHOCTI omep-
n—oo

X=X o
xkyemo, mo lim =—— =y, y posyminni nopmu ||| .
n—o0 an
OTXKe, IOBEJEHO, 10 KOIH (yl,...,ym)eF*(D,(x*,...,x*)), TO ic-
HyIOTb Taki mocmigoBHocTi X, €V, n=12.., ¢,>0, n=12..,
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. X, =X Xo =X
limea, =0, mo lim|™—= -yl =0, T06T0, MO —"—— 2% 5y, y
n—w n—ofl o, A an
1
PO3yMiHHI HOPMHU ||||I ,i=1m.

HeoOxigHiCTh TOBEIEHO.
Hocmammnicme. Hexalt 11 nesikoi mocmigoBHocti X, €V, n=12,...,

Ta JI0JIaTHOT HECKIHYEHHO MaIoi MOCIIOBHOCTI &, , N =12,... , MaeMo, 1110

*

X, = Lo
lim || = —y;[ =0,i=1m, (29)
ool o, )
1
X=X e .
T06TO ——">y; y posyminni Hopmu |.. Josenemo, mo
an

(Ypr Y ) € F*(D,(x*,...,x*)) .

BuGupaemo 10BimbHui OKim O( Y, ..., Yy ) TOUKH (Yy,..., Yy, ) HiHiii-

HOrO HOPMOBAHOIO HPOCTOPY (Xm,||~|xm) Ta ancno & >0. Ockinbkn

BHACJIOK (29)

x —x x —x m
[ “a L., D J—(yl,...,ym) =Z

[24
n Xm

n—_x_yi —-0
n i

mpu N — 0o, TO ICHYE n(l, e N, mo

€O( Yo Y ), N> 1. (30)

Ockimeku lim o, =0, To icHye ng e N, mo
n—oo

O<a, <&, n>n. (31)
IMoknanemo Ny = max{n%,, ng} . Toni anmst N> N, BUKOHYETHCS CIIiB-

BinHowenHs (30), (31). Bisbmemo Oyap-sxe N > 1, . 3rinuo 3 (30), (31)

(z{‘,...,z,?]):(xn_x oy S0 X ]eo(yl,...,ym), a, €(0,¢)

A A

Ta
* * n n
(X yoey X )+an(21, ..,Zm)z
n
m

=(x*+a21”,...,x*+az =(Xyses Xy ) € D.
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Le it o3uauae, wo (Yy,... Y ) € F*(D,(X*,...,x*)) )

JlocTaTHICTh TOBEICHO.
Teopemy 10BeeHO.

. 0 * 0
Heo0xinHa ymoBa ekcTpeMaJbHOCTI ejleMeHTa X €V a4 3aaaui
Bijmykanus BeauuuHu (1).

Teopema 6. Hexaii X €V, Il(x*):{i e{l,...m}:a = X*},
IZ(X*):{i e{l..m}:a = X*}. Jlns mozo wo6 enemenm X 6ye excm-

pemanvHum enemeHmom (ysazanvHenoro moukoro Llmetinepa) ona 3aoadi
giowykanusa  eenuuuHu (1),  HeobXiOHO, W06 01  KOMCHO20

y:(yl,...,ym)eF*(D,(X*,...,X*)) icnyeanu  pynxyionanu ) e B;‘»,
i ::L,_rn, maxi, wo
Hx*—ai”i = max f(x*—ai): fiy(x*—ai), ie Il(x*), (32)

m
Zfiy(yi)ZO. (33)
JoBenennsi. Hexait -
Q(x*,...,x*)z{(xl,...,xm)e X™ 2 (Koo Xy ) < p(x*,...,x*)} ,
Jie, SIK 1 BUIIE, [0 € IUIIbOBOIO (DYHKILIEIO 3a/1a4i BiJITYKaHHS BeIMHH (9).
Posrisaemo Bunanok, ko Q (x*, - X*) =D.
Ockinbku QYHKIUIS P(Xyy.ons Xy ) s (Xgseo Xy ) € X™, € omyxioro Ha

x"‘)

(muB. wmHacmimok 1), To 3rimmo 3 Tteopemoro 1.3.4 [5, c. 10]

X™ Ta HenepepBHOW HA JNHIHHOMY HOPMOBAHOMY MPOCTOPI (X ™

F(Q(X*,..., X*),<X*,..., X*)) # & . BHacmiok Toro, nio 3a yMOBOK Teope-

* * *
MH X € eKCTPEeMaJbHHM eJeMEHTOM Jis BemuauHu (1), (X ¢ ) €

eKCTPEMabHUM eJIeMeHTOM Ui BenmduHu (9) (muB. Teopemy 3). 3Biacu
BUILTUBAE, 10

F(Q(x*,...,x*),(x*,...,x*))mF*(D,(x*,...,x*)):® . (34)
JlificHO TPUIYCTHMO, IO CHiBBigHOIICHHS (34) HE BUKOHYETHCS.

Toxui icHye (yl,..., ym) EF*(D,(X*,...,X*)) , o
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(Yyre Y ) € F(Q(x*,...,x*),(x*,...,x*)) .

3rigH0 3 O3HAYEHHAM F(Q(X*,...,X*),(X*,...,X*)) ICHye  OKin

O(yl,..., ym) TOYKH (yl,...,ym) JHIHHOTO HOPMOBAHOI'O IPOCTOPY

(Xm’”' X

m) Ta yncao ¢ >0 Taki, o
(x*,...,x*)+a(zl,...,zm)eQ(x*,...,x*), ae(0,8),
(z3)-2) €O(Yp1ees Y ) - (35)

3riHO 3 O3HAYECHHSM KOHYCA TPAHMYHUX HAPSIMKIB [ (D, (X s X ))

icHyI0TB (Zl',...,zr’n) eO(yl,..., Ym) Ta 6(0,8) TaKi, 110

(36)
:(x*+a’zl',...,x*+a’zm')e D, ne X' eV.
3 (35) i (36) BummBac, mo (X',..., X') € DﬁQ(X*,...,X*).

Tomi

PX s X' ) =B ) = (X s X | <

<“(al,...,am)—(x*,...,x*) :p(x*,...,x*),

. * *
IO CYTEPEYUTh EKCTPEMAITBHOCTI TOUYKH (X ...... X ) s Bermunan (9).

N
OpnepikaHa CyIIepeyuHICTh JOBOIUTH, IO Ma€ Micre piBHICTE (34). Tomy mist
KOXXHOTO Y = (yl, v Ym ) el (D, (X*, . X" )) CIIPaBeIUINBE CITiBBiTHOIICH-

B Y = (Y1 Ym) eF(Q(x*,...,x*),(x*,..., X*>) . 3riiHo 3 TeopeMoro 5 Toj

JIUISL KOXKHOTO Y = (yl, v Ym ) el ( D, (X*, X )) BUKOHYETHCS HEPIBHICTB!

el 00 2 fn)=
n (37)
- X V00 3R 00-2 0 ()20
iel, X" iel, X i=1
ne fiyeB;;(x*—ai),iell(x*); fiyeB;;,ielz(X*)- (38)
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3 cniBinHoIeHHs (38) BUILNBAE, 10 GyHKuionam f,Y e B;* Ji=1m,

1 JUIsl HUX BUKOHYEThCS ClTiBBiHOMIEHHS (32), a 31 criiBBifHOLIEHS (37) BUILIN-
Ba€, IO T X (DYHKIIOHATIB CIIPaBe TIBa HEPIiBHICTE (33).

VY po3mIIsAAyBaHOMY BUIIAAKY TEOPEMY JTOBEICHO.

[lepekoHaeMocs, IO TeopeMa CIpaBeIIMBA i y BUIIAAKY, KOJH

Q(X*,...,X*)=®. V UbOMY BHIAAKY IS KOXKHOTO (Xp,...,Xp)e€ X"
P Xy, Xy ) = p(x*,...,x*). Tomy must Gyme-skoro (V... Y, )e X™ Ta

t>0 mae wmicue HepiBHICTH p((x*,...,x*)+t(yl,...,ym))z p(x*,...,x*).

3BijicH BUILIMBAE, IO

O/ ((X" - X) (Yo V) =

p((x*,...,x*)+t(yl,..., Yim ))— p(x*,,,.,x*) (39)

= lim >0,
t—0, t
>0

(Yoo Y ) € X™.

3 ypaxyBanHsM HepiBHOCTI (39) Ta Teopemn 4 poOMMO BUCHOBOK, 1110
criBBigHOMIeHHS (37), (38) cipaBemymBi IS BCiX (yl, ym) e X™,

3BijICH BUIIMBA€E CIIPABEUTUBICTD CriBBiAHOMEHS (32), (33) mmst Beix
(Yirer Y ) € X™, 30KpEMa 1151 (Y, .0ry Yy ) € F*(D,(x*,..., x*)) )

Teopemy n0BeeHo.

JlocTaTHsI yMOBA eKCTPeMAJIbLHOCTI eJleMeHTa X <V 1Js 3axadi
Bigmykanusa BeJuuunu (1).

Teopema 7. Hexaii ¢ 3a0aui giowyxkanna eenuyunu (1) X eV,
Il(x*):{i e{l.m}:a = x*}, I2<x*):{i e{l.m} g = x*}. Ao 0ns

*

0yob-axoeo X €V icuyiomo gynkyionanu £ e B i=1m, maxi, wo

X;

[ —ai], = max £ (x —a) = (x -a) e () (40)
S £ (x—x")> 0, 41
igl:f, (x x)>0 (41)

*
mo X € eKcmpemanohum enemeHmom ona eenununu (1).

JoBenenns. Ockinbkn s Oyne-skoro X eV  dyHKuIioHanmn
fix (S B;* ’

HomeHHs (40), To X B;f (x*—ai), ie Il<x*).

i=lm,amsie I1<x*), KpiM TOTO, BUKOHYIOTBCSI CITiBBiJI-
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3 ypaxyBaHHAM IIbOTO, criBBigHOmEHHS (41) Ta piBHOCTI (22) onmep-
5KMMO, 1110 I BCIX X eV

= >  max )f(x—x*)+

max max f (x—x*) >
iell(x*) feBxl.(X —a 4) feer

ieIZ(X
> > fix(x—x*)+ > fix(x—x*):ifix(x—x*)zo,
iel,(x) iel,(x) i=1

T00TO A7151 Oy IB-siKOTO X €V

p'((x*,....,x*),(x—x*,....,x—x*)): p’((x*,....,x*),(x,...., x)—(x*,...., x*))zo .

Otxe, 1 BCix X eV

0< p’((x*,...., x*),(x,...., x)—(x*,...., x*)) =
p((x*,...,x*)+t((x,....,x)—(x*,....,x*)))— p(x*,...,x*)

S>|O((X*,...,X*)+l((x,...., x)—(x*,...., x*)))— p(x*,..., x*) )

1
= p(Xe X) = p(x*,...,x*).

3BijcH BUILIUBAE, IO I BCiX X eV p(X,...,X)Z p(X ey X ) Ie
o3HayYae, 1o (X yeees X ) € EKCTpEeMaNIbHUM eJIEMEHTOM Jist Bennuuau (9).

. *
3rigHo 3 TeopeMoIo 3 X € eKCTPEMAaIbHUM €JIEMEHTOM ISt BenmuanHH (1).
TeopemMy 10BeieHO.

XY 0 * . .
Kpurepiii excrpemansHocTi eemenTa X €V 1 3agadi Bin-
myKkaHHs BeauunHu (1).

Teopema 8. Hexaii 6 3adaui iowykanna eenuyunu (1) X eV ma

* . * *
D ¢ I' -muosicunoio sionocno (x yeen X ) mobmo

(x,...,x)—(x*,...,x*):(x—x*,...,x—x*)el“*(D,(x*,...,x*))
0714 8cix (X,..., X) e D (ons 6cix x eV ) (nuB., Hanpukian, [6]).

*
[ mozo w06 enemenm X 6y6 eKCMpeManrbHUM elemMeHmom (V3azaib-
Heroto mouxoro Lllmeiinepa) ona eenuuunu (1) 8 ybomy sunaoxy, HeoOXioHo i

oocmammbo, wob ons 6ydb-skoeo X €V icuyeamu gyuxyionam £ e B;'
i=1m, ons axux suxoHyiomscs cnigsionowenns (40), (41) meopemu 7.
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. . v *
Hosenennsi. Heooxionicms. Hexali X € eKCTpeMaabHUM €JIEMEH-

. * . * *
toM Juist BenmuuuHn (1) i D € I' -MHOXXHHOFO BiJTHOCHO (X yeeer X ), TOOTO

I BCiX (X,...,X) eD(xeV)
(x,...,x)—(x*,...,x*):(x—x*,...,x—x*)eF*(D,(x*,...,x*)).

3rigHO 3 TeopeMoro 6 sl Y = (X—X*,...,X—X*) eF*(D,(x*,...,X*))

. . X=X oy X=X * . .
icaytots pynkuionamn f;Y = fi( ) - f* € By, i=1m, Taxi, mwo

1
b =af = max £ (x-a)= 1 (x -a). i< (<)

m

Zfix(x—x*)zo.

i=1
HeoOxigHicTh TOBEIEHO.
Jlocmamuicme. B moctaTHOCTI maHoO, mo it Oyab-akoro X eV ic-

. * - P .
HytoTb QyHkuionamn f* € By., i=1m, ams sKMX BUKOHYIOTBCS CIIiB-

BigHomenns (40), (41) Teopemu 7. 3riIHO 3 II€I0 TEOPEMOIO X € EKCTpe-
MaJbHUM elleMeHTOM Jyis Benuannu (1).

JlocTaTHICTh TOBEACHO.

Teopemy n0BeeHo.

Sk BimoMo, MHOKHMHY V JiHIFHOTO HaJl 1MoJjieM AIMCHHUX YHCell Ipoc-
Topy X Ha3HMBaIOTh:
1) T -MHOXHHOIO BifHOCHO X €V , K0
(vxeV)(ve>0)(3ae(0,6)) X +a(x-x")eVv
(nuB., HartpukiIaz, [7]);
2) 3ipKoBOIO BiHOCHO X €V , AKIIO
(VX eV)(Va € [0,1])(1—05)X* +axeV

(muB., Hanpuknan, [7]);
3) OmyKJIOH MHOXHHOI, SIKILO

(V. %, €V)(Var €[0,1])(1-a)x +ax, eV
(muB., Harpuknan, [4, ¢. 31]).
Bigomo (auB., Hanpukiaz, [7]), mo 3ipkoBa BixHocHO X €V MHO-

. * .
uHa V€ ' -MHOXMHOIO BITHOCHO X , a OIlykja MHOXHHa V € 3ipKo-
BOIO BITHOCHO KO>KHOT'O CBOTO €JIEMEHTA.
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. ~ . . *
Hacuainok 2. Hexaii ¢ 3a0aui siowykanns senuuunu (1) X €V ma
. * . . *
V ¢ T -mnooicunoro gionocno X €V (3ipko6oio 6i0HOCHO X , ONYKIO0IO

*
MHOHCUHOI0). [t mo2o wob eremenm X Oy8 eKCMpPeMAalbHUM eleMeH-
mom (y3azanvienor moukoio [llmeunepa) ona eeruuunu (1) 6 yvomy
8UNAOKY, He0OXiOHO i docmamHubo, wob 01 6yob-akozco X €V icHysanu

@ynkyionanu . e B;x i=1m, ons sKux BUKOHYIOMbCSL CNIGGIOHOULEH-
Hs (40), (41) meopemu 7.
JoBenennsi. Hexait V € I' -MHOXXHHOIO BiTHOCHO X eV . [Iepexo-

* . * * o
Haemocss, mo D € I -MHOXHHOIO BIZHOCHO (X ¢ ) Hexai

(X,...,X) — JOBIIbHA TOYKa MHOXKHMHH D . PosrisHeMo IOBUIBHUN OKIJI
O((x,...,x)—(x*,...,x*)) TOUKH (x,...,x)—(x*,...,x*) npocTopy
(x™

BigHOCHO X €V, To icHye a €(0,&) Take, mo X +a(x—x )eV . Tomy

x“) Ta noBiabHe & >0. Ockinpku X<V ta V € I' -MHOXHHOIO

(x*+a(x—x*),...,x* +a(x—x*))e D . Kpiwm Toro,
(x*+a(x—x*),...,x*+a(x—x*)):

:(x*,...,x*)+a((x,...,x)—(x*,...,x*)).

Omke, U JOBUIBHOIO OKOJY O((X,...,X)—(X*,...,X*)) TOYKH

(X,...,x)—(x*,...,x*) npocTopy (Xm,||-|xm) Ta noBinbHOTO £ >0, icHye

TOYKa (X,...,X)—(X*,...,X*) IEOr0 OKOIOy Ta ae(O,g) Taki, 10

(x*,...,x*)+a((x,...,x)—(x*,...,x*))e D.
Ile o3Hauae, 1m0 (x,...,x)—(x*,...,x*)eF*(D,(X*,...,x*)) I BCiX
(X,...,X)e D. Tomy D € [ -MHOKHHOIO BIJHOCHO (X*,...,X*). 3a nux

. *
YMOB 3riJJHO 3 TeopeMoto 8 enieMeHT X €V Oyle eKCTpeMalbHUM ejeMe-
HTOM Juisi BeauyuuHu (1) Toni 1 TUIbKK TOMI, KOJIU Juisi Oynb-skoro X €V

. . * - P .
icuyroth Qynkuionamu f* € By- 1=1m, nis AxuX BUKOHYIOTbCS CHiB-

BigHomeHHs (40), (41) Teopemu 7.
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MatematuyHe Ta KOMI'I,IOTepHe Mo entoBaHHA

I[J'IH ObOro BUIIAAKY HaCJ'IiI[OK JOBEACHO.

. . . . . *
CripaBeIHBiCTh HACHIAKY JJIS 3ipKOBOi BITHOCHO X €V MHOXHUHHU
V' Ta omyki10i MHOXHUHH V BUILIHBAE 3 TOTO, IO I1i MHOXKUHH € [ -MHO-

. *
’KMHAMHM BITHOCHO X €V .
HacJjigox 1oBeaeHo.

3ayBakuMo, IO OCKIIBKHU BIIOBITHO IO TeopeMH | eKcTpemalbHi
enemeHTn i BenmunH (1) Ta (3) cmiBmamaroTh, TO BCTAHOBIICHI BUIIE

. * . .
YMOBH €KCTpEeMalIbHOCTI eJleMeHTa X €V JuId 3a/1adi BiIIyKaHHS BEIU-
yuHY (1) € TaKoXK YyMOBaMH €KCTPEMaJIbHOCTI LILOTO €JIEMEHTa JUIs 3a/1adi
BiJIIITyKaHHS BeTHYUHH (3).

BucHoBku. J{71s1 3ama4i BigmrykanHs y3araiapHeHoi Toukn [lITeiinepa
KUJIBKOX 3aMKHEHHUX KYJIb MOJIHOPMOBAHOTO MPOCTOPY BIIHOCHO MHOXH-
HH 1IOTO TIPOCTOPY BCTAHOBJICHO HEOOXI1JHI, OCTaTHI YMOBHU Ta KpUTepil
EKCTPEMANIbHOCTI JOIYCTUMOTO eJIEMEHTa i€l 3a/1a4i.
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Cepis: ®isnko-maTemaTnyHi Hayku. Bunyck 28

THE CONDITIONS OF EXTREMALITY OF AN ADMISSIBLE
ELEMENT IN THE PROBLEM OF FINDING A STEINER
POINT OF SEVERAL CLOSED BALLS OF A CERTAIN

POLYNORMED SPACE WITH RESPECT TO A SET
OF THIS SPACE BASED ON THE DUAL REPRESENTATION
OF THE DIRECTIONAL DERIVATIVE OF THE EQUIVALENT
BEST-APPROXIMATION PROBLEM

As is well known (see, for example, [1, p. 47]), the classical Steiner
problem in a linear normed space consists in finding, within a given set of
this space, a point (the Steiner point) for which the sum of distances to
several fixed points of the space is minimal, that is, does not exceed the
sum of distances from the given points to any other point of this set.

In practice, one often encounters the so-called «weighted» Steiner
problems, in which the distances mentioned above are assigned various
«weight» characteristics (see, for example, [1, p. 47]).

If, in a «weighted» Steiner problem, the «weighted distances» between
the fixed points of a linear normed space and the points of its set are re-
placed by distances generated, generally speaking, by different norms de-
fined on the considered linear space, then we obtain a Steiner problem in a
polynormed space, which is a generalization of the «weighted» Steiner
problem (see, for example, [2]).

In paper [2], for the case when the set of a polynormed space with re-
spect to which the generalized Steiner problem is considered is convex,
duality relations and extremality conditions for an admissible solution of
this problem are established. These conditions are based on a duality rela-
tion that generalizes the known results obtained for the problem of best ap-
proximation of an element of a linear normed space by a convex set of this
space (see, for example, [3]).

The problem considered in the present work is obtained by replacing,
in the generalized Steiner problem in a polynormed space, the fixed points
of a linear space over the field of real numbers with closed balls deter-
mined by the corresponding norms of this space. As distances between the
resulting balls and the points of a fixed set of the linear space, we take the
Hausdorff distances between them generated by the corresponding norms.

Key words: the polynormed space, the closed balls of a polynormed
space, the Hausdorff distance, the generalized Steiner point, the extremal
element, the extremality conditions of an element.

Otpumano: 8.12.2025

53



	Д. А. Андрєєв,
	К. Є. Золотько, канд. техн. наук
	Дніпровський національний університет  імені Олеся Гончара, м. Дніпро
	МОДЕЛЮВАННЯ БІЗНЕС-ПРОЦЕСІВ IT-ПРОЄКТІВ  ЗА ДОПОМОГОЮ ТЕОРІЇ ЧЕРГ
	Ключові слова: теорія черг, бізнес-процеси, IT-проєкти, системи масового обслуговування, математичне моделювання, оптимізація ресурсів.
	Список використаних джерел:
	MODELING BUSINESS PROCESSES  OF IT PROJECTS USING QUEUEING THEORY

	Key words: queueing theory, business processes, IT projects, service systems, mathematical modeling, resource optimization.
	А. П. Громик*, канд. техн. наук,
	І. М. Конет**, д-р фіз.-мат. наук, професор,
	Т. М. Пилипюк***, канд. фіз.-мат. наук
	*Заклад вищої освіти «Подільський державний університет», м. Кам’янець-Подільський, **Волинський національний університет  імені Лесі Українки, м. Луцьк, ***Кам’янець-Подільський національний університет  імені Івана Огієнка, м. Кам’янець-Подільський
	ГІПЕРБОЛІЧНІ КРАЙОВІ ЗАДАЧІ МАТЕМАТИЧНОЇ  ФІЗИКИ В КУСКОВО-ОДНОРІДНОМУ КЛИНОВИДНОМУ ЦИЛІНДРИЧНО-КРУГОВОМУ ПІВПРОСТОРІ З ПОРОЖНИНОЮ

	Ключові слова: гіперболічне рівняння, початкові та крайові умови, умови спряження, інтегральні перетворення, гібридні інтегральні перетворення, головні розв’язки.
	Список використаних джерел:
	HYPERBOLIC BOUNDARY VALUE PROBLEMS  OF MATHEMATICAL PHYSICS IN A PIECEWISE HOMOGENEOUS WEDGE-SHAPED CYLINDRICAL- CIRCULAR HALF-SPACE WITH A CAVITY

	Key words: hyperbolic equation, initial and boundary conditions, conjugation conditions, integral transforms, hybrid integral transforms, main solutions.
	У. В. Гудима, канд. фіз.-мат. наук
	Кам'янець-Подільський національний університет  імені Івана Огієнка, м. Кам'янець-Подільський
	УМОВИ ЕКСТРЕМАЛЬНОСТІ ДОПУСТИМОГО  ЕЛЕМЕНТА ЗАДАЧІ ВІДШУКАННЯ ТОЧКИ ШТЕЙНЕРА КІЛЬКОХ ЗАМКНЕНИХ КУЛЬ ДЕЯКОГО ПОЛІНОРМОВАНОГО ПРОСТОРУ ВІДНОСНО МНОЖИНИ ЦЬОГО ПРОСТОРУ ОСНОВАНІ НА ДВОЇСТОМУ ПОДАННІ ПОХІДНОЇ  ЗА НАПРЯМОМ ЕКВІВАЛЕНТНОЇ ЇЙ ЗАДАЧІ  НАЙКРАЩОГ...

	Ключові слова: полінормований простір, замкнені кулі полінормованого простору, гаусдорфова відстань, узагальнена точка Штейнера, екстремальний елемент, умови екстремальності елемента.
	Список використаних джерел:
	THE CONDITIONS OF EXTREMALITY OF AN ADMISSIBLE ELEMENT IN THE PROBLEM OF FINDING A STEINER  POINT OF SEVERAL CLOSED BALLS OF A CERTAIN POLYNORMED SPACE WITH RESPECT TO A SET  OF THIS SPACE BASED ON THE DUAL REPRESENTATION  OF THE DIRECTIONAL DERIVATIV...

	Key words: the polynormed space, the closed balls of a polynormed space, the Hausdorff distance, the generalized Steiner point, the extremal element, the extremality conditions of an element.
	О. В. Зеленський*, канд. фіз.-мат. наук,
	А. Ю. Динич**,
	В. С. Бригідіна*,
	К. Р. Онищенко***
	*Кам’янець-Подільський національний університет  імені Івана Огієнка, м. Кам'янець-Подільський, ** ТОВ «Фаховий передвищий коледж «Оптіма», м Київ, *** Кам'янець-Подільський ліцей №14, м. Кам'янець-Подільський
	РАМСЕЇВСЬКІ ЧИСЛА ДЛЯ ПРЯМОКУТНИКІВ  У БАГАТОКОЛЬОРОВИХ РОЗФАРБУВАННЯХ

	Ключові слова: теорія Рамсея, рамсеївські числа, багатокольорові розфарбування.
	Список використаних джерел:
	RAMSEY NUMBERS FOR RECTANGLES  IN MULTICOLOUR COLOURINGS

	Key words: Ramsey theory, Ramsey numbers, multicolour colourings.
	O. P. Nechuiviter, Doctor of Science, Professor,
	V. V. Ivanov, PhD Student,
	A. S. Shnitsar, PhD Student,
	O. R. Hishchak, PhD Student
	Educational and Scientific Institute «Ukrainian Engineering Pedagogics Academy» V. N. Karazin Kharkiv National University, Kharkiv
	SMOOTHNESS EFFECTS ON NUMERICAL  INTEGRATION ACCURACY FOR RAPIDLY  OSCILLATING BIVARIATE FUNCTIONS ON SPARSE GRIDS

	Key words: mathematical modeling of processes, digital image processing, numerical integration, rapidly oscillating functions of many variables, cubature formula, function interpolation, sparse grids.
	References:
	ВПЛИВ ГЛАДКОСТІ НА ТОЧНІСТЬ ЧИСЕЛЬНОГО ІНТЕГРУВАННЯ ШВИДКООСЦИЛЬОВАНИХ ФУНКЦІЙ  ДВОХ ЗМІННИХ НА РОЗРІДЖЕНИХ СІТКАХ

	Ключові слова: математичне моделювання процесів, цифрова обробка зображень, чисельне інтегрування, швидкоосцильовані функцій багатьох змінних, кубатурна формула, інтерполяція функцій, розріджені сітки.
	Zb_f-m_2.pdf
	В. Г. Пархоменко, М. В. Сидоров, д-р фіз.-мат. наук, професор
	Харківський національний університет радіоелектроніки, м. Харків
	аналіз методОМ двобічних наближень додатних аКСІАЛЬНО-симетричних розв’язків першої крайової задачі для рівняння Гельмгольца з монотонною степеневОЮ нелінійністю
	Ключові слова: аксіально-симетричний додатний розв’язок, інваріантний конусний відрізок, інтегральне рівняння Гаммерштейна, крайова задача для напівлінійного еліптичного рівняння, метод двобічних наближень, монотонний оператор, оператор Гельмгольца, ...
	Список використаних джерел:
	ANALYSIS BY THE METHOD OF TWO-SIDED APPROXIMATIONS OF POSITIVE AXIALLY SYMMETRIC SOLUTIONS OF THE FIRST BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR THE HELMHOLTZ EQUATION  WITH A MONOTONE POWER NONLINEARITY

	Key words: axially symmetric positive solution, boundary value problem for a semilinear elliptic equation, Green’s function, Hammerstein integral equation, Helmholtz operator, invariant conical segment, method of two-sided approximations, monotone ope...
	А. В. Савченко, М. І. Гвоздєв
	Харківський національний університет радіоелектроніки, м. Харків
	Застосування методу двобічних наближень  до аналізу статичного прогину пружної балки  з різними типами закріплення кінців в моделі мікроелектромеханічної системи

	Ключові слова: балка, жорстке закріплення, задача Діріхле, задача Нав’є, ізотонний опертор, інваріантний конусний відрізок, крайова задача, математичне моделювання, мікроелектромеханічна система, метод двобічних наближень, прогин, рівняння Гаммерштейн...
	Список використаних джерел:
	APPLICATION OF THE TWO-SIDED APPROXIMATIONS METHOD TO THE STATIC DEFLECTION ANALYSIS OF AN ELASTIC BEAM UNDER VARIOUS BOUNDARY CONDITIONS IN A MICROELECTROMECHANICAL SYSTEM MODEL

	Key words: beam, fixed-fixed (clamped) support, Dirichlet problem, Navier problem, isotonic operator, invariant cone segment, boundary value problem, mathematical modeling, microelectromechanical system, method of two-sided approximations, deflection,...
	В. А. Сорич, канд.фіз.-мат. наук,
	Н. М. Сорич, канд. фіз.- мат. наук
	Кам’янець-Подільський національний університет імені Івана Огієнка, м. Кам’янець-Подільський
	Найкраще наближення класів функцій, породжених складеними ядрами

	Ключові слова: найкраще наближення лінійних комбінацій ядер, класи Степанця, достатня умова Надя.
	Список використаних джерел:
	The Best Approximation of Function Classes Generated by Composite Kernels

	Key words: best approximation of linear combinations of kernels; Stepanets classes; sufficient Nagy condition.
	Р. Ю. Стахів, аспірант
	Прикарпатський національний університет  імені Василя Стефаника, м. Івано-Франківськ
	РЕАЛІЗАЦІЯ ГЕОМЕТРІЇ ЛІПШИЦЯ НА НЕСКІНЧЕННОСТІ КОМПЛЕКСНИХ АНАЛІТИЧНИХ МНОЖИН

	Ключові слова: дотичний конус на нескінченності, алгебраїчність, глобальна нерівність, ліпшицева регулярність на нескінченності, відображення з обмеженим ростом, асимптотична геометрія, проективний простір.
	Список використаних джерел:
	REALIZATION OF LIPSCHITZ GEOMETRY  AT INFINITY ON COMPLEX ANALYTIC SETS

	Key words: tangent cone at infinity, algebraicity, global inequality, Lipschitz regularity at infinity, mapping with bounded growth, asymptotic geometry, projective space.
	Y. L. Khurdei*,
	I. V. Nefodova**, Candidate of Physical and Mathematical Sciences,
	A. V. Zaborniy*, PhD Student,
	A. A. Letuta*, PhD Student
	*Educational and Scientific Institute «Ukrainian Engineering Pedagogics Academy» V. N. Karazin Kharkiv National University, Kharkiv, **Bakhmut Educational and Scientific Professional Pedagogical  Institute of V. N. Karazin Kharkiv National University,...
	NUMERICAL INTEGRATION OF rapidly  OSCILLATING FUNCTIONS USING RECONSTRUCTION OPERATORS BASED ON DATA ON LINES

	Key words: mathematical modelling of processes, digital image processing, numerical integration of rapidly oscillating functions of several variables, cubature formula, restoration of functions on lines.
	References:
	ЧИСЕЛЬНЕ ІНТЕГРУВАННЯ ШВИДКООСЦИЛЬОВАНИХ ФУНКЦІЙ ІЗ ВИКОРИСТАННЯМ ОПЕРАТОРІВ  ВІДНОВЛЕННЯ ЗА ДАНИМИ НА ЛІНІЯХ

	Ключові слова: математичне моделювання процесів, цифрова обробка зображень, чисельне інтегрування швидкоосцильованих функцій багатьох змінних, кубатурна формула, відновлення функцій на лініях.
	О. А. Ярова, канд. фіз.-мат. наук
	Львівський національний університет імені Івана Франка, м. Львів
	АСИМПТОТИКА РОЗВ’ЯЗКУ БАГАТОВИМІРНОГО  РІВНЯННЯ ВІДНОВЛЕННЯ В МАТРИЧНІЙ ФОРМІ

	Ключові слова: рівняння відновлення, множник нормування, перетворення Лапласа, випадкова еволюція, функція відновлення.
	Список використаних джерел:
	ASYMPTOTICS OF THE SOLUTION  TO A MULTIDIMENSIONAL RENEWAL  EQUATION IN MATRIX FORM

	Keywords: renewal equation, normalizing factor, Laplace transform, random evolution, renewal function.
	Відомості про авторів
	Алфавітний покажчик авторів
	Зміст



