Cepis: ®isnko-maTemaTnyHi Hayku. Bunyck 28

UDC 519.9
DOI: 10.32626/2308-5878.2025-28.137-154

Y. L. Khurdei",

I. V. Nefodova™, Candidate of Physical and Mathematical Sciences,
A. V. Zaborniy®, PhD Student,

A. A. Letuta®, PhD Student

*Educational and Scientific Institute «Ukrainian Engineering Pedagogics
Academy» V. N. Karazin Kharkiv National University, Kharkiv,
**Bakhmut Educational and Scientific Professional Pedagogical
Institute of V. N. Karazin Kharkiv National University, Kharkiv

NUMERICAL INTEGRATION OF RAPIDLY
OSCILLATING FUNCTIONS USING RECONSTRUCTION
OPERATORS BASED ON DATA ON LINES

In modern mathematical modelling of physical and technical
processes, the problem of processing and analysing functions of
many variables, whose values are known on line systems, is rele-
vant. Digital image processing tasks, in particular the numerical in-
tegration of oscillating functions, are no exception. In digital image
processing tasks, a significant part of the information about the ob-
ject under study comes in the form of measurements along individ-
ual directions or lines, which is characteristic of tomographic
methods, remote sensing and visualization systems. The develop-
ment and application of effective methods for the numerical inte-
gration of rapidly oscillating functions based on data on a line sys-
tem is an important prerequisite for improving the accuracy of re-
construction, filtering, and analysis of digital images.

The research in the article is devoted to the numerical integra-
tion of rapidly oscillating functions of several variables. The article
presents a cubature formula for the approximate calculation of
double integrals of an oscillating exponential function. The cuba-
ture formula uses traces on mutually perpendicular lines as func-
tion data in its construction. Error estimates are presented for a
class of differentiable functions.

Much attention is paid to testing the cubature formula for ap-
proximate calculation of double integrals of the osclilating expo-
nential function. The results obtained allow us to explain the choice
of parameters and confirm the theoretical error estimates. The nu-
merical experiment is of particular importance because it is the ba-
sis for analysing and predicting the behaviour of the method in the
three-dimensional case. This is due to the fact that with an increase
in dimension, the amount of information required about the inte-
grand increases, the error structure becomes more complex, and the
computational costs increase significantly.
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The paper presents a cubature formula for the approximate cal-
culation of triple integrals of an oscillating exponential. The values
of the function are given as traces of the function on a system of
mutually perpendicular lines. An estimate of the approximation er-
ror on a class of differentiable functions is obtained.

Key words: mathematical modelling of processes, digital image
processing, numerical integration of rapidly oscillating functions of
several variables, cubature formula, restoration of functions on lines.

Introduction. In modern mathematical modelling of physical and
technical problems, there is an increasing need to process and analyse
functions of several variables defined not on the entire domain, but only
on limited sets, in particular on lines, sections, and intersections.

In a number of applied situations, such as computer tomography, op-
tical and seismic tomography, digital visualization, aerospace sensing,
measurements are only available along certain straight or intersecting
lines, due to the physical nature of the experiment or technical limitations
of the system. This leads to fundamentally incomplete initial information,
which requires special mathematical approaches to restoration, approxima-
tion, and numerical integration.

The situation is particularly challenging when the function to be re-
stored or integrated has a rapidly oscillating nature, as is the case, for ex-
ample, in high-frequency acoustics, quantum mechanics, and electromag-
netic modelling. In such cases, traditional methods of numerical integra-
tion or interpolation prove to be ineffective or even unsuitable.

The development of new mathematical models and computational meth-
ods based on recovery operators from line data opens up the possibility of
more accurate modelling of the internal properties of objects, which is critical-
ly important in medical diagnostics, materials testing, geophysical exploration,
digital image processing, and other fields. Separately, it is also worth noting
the issue of constructing mathematical models, where it is necessary to calcu-
late double and triple integrals of rapidly oscillating functions of a general
form. This task is more complex, requiring more detailed study and the crea-
tion of new approaches to obtain meaningful results.

One effective approach to solving such problems is based on the use
of special restoration operators that allow approximating or accurately
reconstructing a function over the entire domain based on its values on
linear sets. Such operators include O. M. Lytvyn's information operators
(interpolation operators) [1, 2]. The role of operators in mathematical
modelling of digital signal and image processing, computer and seismic
tomography is most fully presented in [3-5].

The problem of approximate calculation of integrals of rapidly oscillat-
ing functions of many variables has both a classical solution [6-8] and solu-
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tions using various information operators [9, 10]. In [11-14], algorithms for
calculating two-dimensional and three-dimensional integrals of fast-oscillating
functions of general form are presented. However, the question of approxi-
mate calculation of integrals of fast-oscillating functions of three variables of
general form in the case of using restoration operators based on data on lines
on the class of differentiable functions has not been investigated.

Integration of a rapidly oscillating exponential function on the
class H>'(M,M ). Consider the class F/>* (M, M ) —aclass of real func-

tions defined onG = [0,1]2 and such that the first-order partial derivatives
with respect to the variables x and y are bounded, i.e.

‘f(l’o)(x, y)‘ <M, ‘f(‘”)(x, y)‘ <M, ‘f(“)(x, y)‘ <M.

For the approximate calculation of the integral of functions of two
variables of the form

11
(@, f,9) =] [ f(x,y)e "™ dxdy (1)
00

a cubature formula is proposed using piecewise constant spline interpola-
tion operators based on piecewise constant O. M. Lytvyn's operators. An
estimate of the approximation error of the cubature formula is obtained for
the class of differentiable functions.

Definition. By the trace of the function u(x,y) on the lines
X = kA—%, yj = jA—%, k,j=1¢, Az% we mean, respectively, the
functions of one variable u(x,,y), 0<y<1, u(xy;), 0<x<I1.

Let's use the following symbols:

1 xe X1,
Mo =14 x ¢ x1.
l K1

Lyevy, |

k=1,_fl, Hle(y):{o Jevi i=11g;
1 J!

XL =X 12 Xsar2 ) Y1, :|:Yj—1/21 Yj+1/2J?
X =kA —A 12,y = JA =AM 12, K, j =10y, Ay =110y,
1 XeXZp,
0, xe¢ X2p,

LyeY2, -

p:lv'_CZaHZOs(Y):{ s=110,;

h2 =
op(X) { 0, yev2,

X2, =|:Xp—1/2'xp+1/2:|’ Y24 =[Ys 12 Yssu2 ]
Xp=PAy =7y 12, Y, =87, —A, 12, p.s=10,, A, =1/0,.
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Let us consider the operators
Tg(x,y) = Zg(xk y)hly, (x +Zg(x Yi)H; (y)-

L4

—kZ 2 F (i yj)hlg (X) Hig (y).
=1 j=1
¢

T (va):CZi f (Xp'Y)hZOp(X)JFZ2 f (% ys)H25 () -

—sz(xp'ys)h%p( JH245(Y)

p=ls=1
If we introduce additional operators

(, 0
T.9(% ) = > 9(X, Y)hlo (X), T,9(x y) = D g(x ¥;)H1g; (),
k=1 j=1

(s

'I:lf(x,y)=2f (xp,y)hZOP(x), T,f(%y) =D f (X Ys)H2(Y)

s=1
then the following identity holds:
Tg=M+T,+TT,)g, Tf = (T, +T, +T,T,) f .
The cubature formula

11
(o, T,9)=[ [ TF(x,y)e" ™) dxdy @)
00
is proposed for the approximate calculation of integral (1).
Theorem 1. [11] Let f(x, y), g(x,y) e H**(M,M ) , then
12(@.1.9) -0 (. ,9)|=

11
Fx, )& 9% dudy — [ [ TF (x, y) "% dxdy| <
00
Y/ - o(M
SlzJ“M min| 2; ( 2)
164, 16(,

Consider the integration of a rapidly oscillating exponential function
of the form

|

o t—_r

11
1(,9) = [ €9 dxdy. 3)
00
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For an approximate calculation of the integral (3), the following
quadrature formula is proposed

1
% (w,9) = [ [ €70 dxdy 4)

0
Theorem 2. Let g(x,y) e H**(M,M ), then
12(@,0)- 0% (,9)| =

{22

N O'—n—\

11
i“’g(x'y)dxdy—f J‘ el TIY) dydly
00

1

Integration of a rapidly oscillating exponential function on the
class H°"(M,M,M ). Consider H;*(M,M M ) - a class of real func-

tions defined on G = [0,1]3 and such that
‘g(l’o’o)(x,y,z)‘ <M, ‘g(o'l’o)(x, y,z)‘ <M, ‘g(o'o’l)(x,y,z)‘ <M,

‘g(l,l,o)(x’ y, z)‘gﬁ, ‘g(l'o'l)(x, y,z)‘sM, ‘g(o,m)(x’ Y, z)‘sﬁ,

‘g(l'l’l)(x, Y, z)‘ <M .

Definition 2. By the trace of the function v(x, y,z) on the lines

A

{(X'sz): X=X Y=VYjs Xk:kA_E’
A 1

A-—,A=",k j=100<z<1

Viziamgasg kel 2=1

we mean v(x,yj,z), 0<z<l. The traces of the function on other lines

are defined analogously.
Let us introduce the following notation

Xy =Xz Xsw2]s Yj [yj-l/z yJ+1/z]

XIZ = [XIZ—UZ’XIZH/Z]' Yi = [yifllz' 7]+1/2] Zs :[Zg—uzvzm/z] )

[Zs—l/zv Zs+1/2] ,

e Xy, 0 1,erJ-, 0 lLzeZg,
hlk( )= {0 Xée Xy, hzj(y)_{o,erJ—, hss(z)_{o z¢Zg
hl () = {1X€XR’ ho’(Y)={l vy h3§(2)={1‘Z€Z-§7 ;

k 0.xe X, 2 0,y¢ }, 0,z¢Z,
xk:kA—% yj:jA——, zS:sA—%, A:%, k,j,s=11¢,
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3/2

Let us consider the operators

( (
3Ty ) =2 F (X Y. DR (X)), I f(xy.2) = F(xy;,2)h3;(y),
k=1 j=1

(
Iaf(x,y,2) =D F (XY, 25)hg (2)

s=1
[3/2 B ~ (3/2 B
jlf (X, Y, Z) = Z f(xﬁl Y, Z)hloﬁ (X) ’ J2 f (X’ Y, Z) = Z f(X, y]v Z)hg](Y)l
k=1 =
CS/Z
Taf (6 y,2) =D f (%Y, 2)hss (2).
§=1

Let us consider the piecewise constant interflatation (O. M. Lytvyn's)
operator

Ef (%, y,2) =31 F (% y,2)+3,F (% y,2)+I5f (x,y,2)-
—335 T (%, y,2)=3,35F (%, y,2) = 31351 (X,y,2)+ 313,35 (x,y,2)
for which the properties
Ef (%, v,2)=f(x.y.2), k=1¢ Ef (x,yj,z)z f (x,yj,z), i=1¢
Ef (X, y.25)=f(xy.25), s =1,0.

Consider the piecewise constant interlining operator constructed on
the basis of interfletation

Bf (%, y,2) = 3335 f (X, y,2)+ 3135 F (x,y,2) = 330,05 F (x,y,2) + 3,0, f (x,y,2)+
+3535 1 (%,,2) = 3,335 F (%, y,2) + 353, f (X, y,2) + 33, F (x,y,2)— 333,05 F (x,y,2) -
=33, F (% y,2) =335 (x,y,2) = 3,35 (X, y,2) + 313505 (x,¥,2).

To calculate the integral
111

1(g, ) = j j j ' 90¥D) dxdydz, || > 27, (5)
000
the following formula is proposed:
111 B
D(g, ®) = j j j eIy gydydz | (6)
000

For an approximate calculation of the integral (5) using formula (6),
we obtain an approximation error on the class of differentiable functions.
For the proof, we will use the estimate obtained in Theorem 3.
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Theorem 3. [15] When calculating
111

I(g)=J. J.J' g(x,y, z)dxdydz

000
using the cubature formula

Eg(x,y,z)dxdydz

O —_

gl

the estimate |I(g) - ®(g)| <

Theorem 4. For the cubature formula
111

(g, w) = _[ ” ei‘“Eg(x'y'Z)dxdydz
000
the following approximation error estimate holds

|'(9,w)—®(g,w)|3mi“{ 6ai® Aj

16

Proof. From Theorem 3, we use the estimate
111 “

M
» Yo _E » Y ddd S
H{'g(x“) g(x, Y, 2)|dxdydz e

We find the estimatejl' Jl'Jl'|Eg(x, y,z)—Eg(x,y, z)|dxdydz ;
000

O —y
O —_—y

hEg (x,y,2)—Eg(x,y, Z)| dxdydz <
0

O'—.H

11
”|Elg (% Y,2)+Ey9(X,y,2)+Es9(x,y,2)-EE,0(x Y, 2)-
00

—E2E3g(x,y, )—E1E3g(x,y, )+E1E2E39(x,y, )—ElEzg(x,y, )—
—EB50(X,Y,2)+EE,B50(X,Y,2)—EoE (X, Y, 2) - E, B f (X, y,2)+
+E,E B f (XY, 2) BB f (X, y,2)— BB, f (X, 2)+EsE B, F (X, y,2)+
+EE, F (X, y,2)+ EEs T (X, Y,2)+ E,E5 T (X,,2)— EyE,Eq f (X, y,2)|dxdydz =

1
<|
0

o t—

1
“Elg X yl + EZQ (Xl yl Z)+ ESg (Xy y: Z) - EIEZg (Xr yiz)_ E1E~3g (X1 y: Z)+
0
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+E1E2E39( X, Y, ) Ezélg(X:Y:Z)_Ezésg(X,yiz)+E2|§1E~3g(X1y,Z)
—E3E,9(x,Y,2)-EsE,0 (X, y,2) + E;E B, g (X, y,z)|dxdydz:
111
j ”‘ -EE, -EE;+EE,E)g(x y.2)+
000
+(E, — BB —~E,E3 + B, BB ) g (%, v, 2) +

+(E3 — 3B — BoFp + BB, B ) g (X, z)‘dxdydz <

1
[|(B - BB, ~EiE; + E1E,E, ) g (x, v, 2)|dxdlydz +
0

O'—.»—\
O —

(E2 —E,E -E,E +E,E B )g(x, y,z)‘dxdydz+

dxdydz +

—Q(kay77§)+g(xknijz~§)

)-0(%¥5.2)-9(xy5.2)+ 9 (% ;. )

+ZZZ ‘g X Yjt
j 1k =1 1)( y Z
: f ﬂg(xwy,zs)—g(x,y],zs)—g(x,y,zs)+g(iﬁ,yj,zs))dxdydzS

5. 1;
= Y;,E “

dxdydz +

2 s% yz
[ [0 x.m.)dnd¢
Y%

dxdydz +

AT oy, 0deds
%, 7,
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dxdydz <

y
[ GURALEY
y

f Jz.dndcjdxdydz +
. Z

¢ (¥ R% 3 1

WZZZIIWE

—1k =15=1 x i y
2

JX. j déd(dxdydz +
Z,

-1
(32 32 k+E

+Mzzz | jj ﬁ d&dnidxdydz =

—1k11_1x y1 . xkfl,
5 g s

C CS/Z (‘3/2 K% 1 % +%
<MY > I I y—yi“z—z§|dxdydz+

k=1j=18=1 x AR

2 g

(Y2 2 E% % %

+Mzzz [ jj |X—%¢||z - ZJdxdydz +

_1k =18=1 X

ole

sl 7 1 1
k,, P
3/2 3/2 2 2 2

+MZZZ j f J [x- kay y‘dxdydz—

—1k lj—l )(_1y1 i

2 2 2
312 4312 ~ ~ 312 5312 ~ ~ 312 532 ~ ~
A Al2 Al A 2Al AR 12Al
D32 NRE R 3 3) NE SR 33 i
k=1]j=15=1 k=1j=15=1 k=1]j=15=1
3 3 ~ ~
AP A Al - Af’

=3M (- (20,2 A =3M-0,*-A =3M-
R S 1116

We use the following fact:
gi@9(xy.2) _eing(x,y,z) _

wg(x,y,2) - wEg(x,Y,2) eig(g(x,y,mﬁg(x,y,n).

2
Let us estimate the approximation error

=2sin

16
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|I(g,a))—d5(g,a))| <

ot—r

11 1
_” 90D gdydz —I
00 0

O t—

1
[ R0y vy
0

dxdydz =

o*—.l—\
O

1
H |wg(x,y,z) _eing(x,y,z)
0

2gin @9(%:Y:2) —Za)Eg(x, y,2) ei%(g(xyy,z%ﬁg(x,y,n)

=x

O t—y

dxdydz <

|

]

ZI II”‘ ( o|9(x,y,2)~Eg(x y’z)|Jdddz<

sin @9(x.Y,2) ; Eg(x,, Z»I dxclydz <

2

I/\

ﬁ ﬁ dxdydz,.lf ﬁwm(x y.2)—Eg(xy. Z)|c| d dz}
000 000

1

£2min[j

0
+Eg(x,y,2)-Eg(x,y, z)| dxdydz) <
111 1
sZmin{I dedydz Q[J
000 2(%

111
+f J[|Ea(x.y.2)~Eqg(x.y.2)|dxdydz D
000

7 y 3
<2min|1% M3+3M A —min 2,“’—'\"3+3M-w.ﬁ .
2| 643 16 6403 16

The theorem is proven.

Results of the computational experiment. When studying numeri-
cal methods for three-dimensional oscillatory integrals, the properties that
determine the complexity of the problem and the nature of the error are
already evident in the two-dimensional case. In this regard, it is advisable
to conduct a numerical experiment for a function of two variables, and the
results obtained can be used for a qualitative assessment of the behaviour
of the method in the three-dimensional case.

O t—
O

111
dxdydz,gj [flatx.y.2)-Eg(xy,2)+
000

la(x,y,2)—Eg(x,y,z)|dxdydz +

o t—p
O —_—
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Let us consider the function g(x, y,z) = e®?’

Fig. 1. Three-dimensional point visualization
of the function values g(x,y, z) with colour coding

The function g(x v,z)=e™?" is a generalization of the two-

dimensional function g(x,y) =e®)" .

Fig. 2. 3D graph of the function g(x, y)

A comparison of the graph of the function of two variables (Fig. 2)
and the corresponding cross-sections of the function of three variables
when the value of one of the variables is fixed shows their complete corre-
spondence (Figs. 3-5).
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108 108
106 1.06
104 104
1.02 102
1.00 100

10 10

0.0

04 2
0.2

0.0
0.2

0.2
0.4

0.4 i 02 o6
x 0.8 Lo 00 X 0.8 Lo 00

Fig. 3. Function g(x, YV, z) Fig. 4. Function g(x, Y, z)
when z, =0.5 when y, =05

y 0.8
10 00

Fig. 5. Function g(x,y,z) at x, =0.5

For the function of two variables, a numerical experiment was con-
ducted to investigate in detail the influence of the parameters

o, (; =0, =(,and M on the accuracy of numerical integration.
The experiment was conducted for the function g(x,y) = e’ The
function g(x,y) belongs to the class H>*(M,M), where M = €

I\7I=ge.
2
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8 1.0 00
Fig. 7. Traces of the function

on the lines y = yj,j =1..0

Fig. 6. Traces of the function
onthe lines x=x,,k=1,...,0

Fig. 8. Function values at nodal points x =X,y = Y k,j=1..1¢
Figs. 9-10 show three-dimensional graphs of the real and imaginary
parts of the subintegral function e"“9%¥) at & =107 . From these figures,
we can see that even with a smooth phase function g(x,y), the subinte-
gral function acquires a pronounced oscillatory character.

0.6
04 y

0.6 0.0 &
04 y .
04 o6 02

x °¢ os o 000'2 x 08 oo
Fig. 9. 3D graph of Re(ei“’g(x*y)) , Fig. 10. 3D graph of Im(ei“’g(x'”) ,
o =107

o =107
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As the parameter @ increases, the frequency of oscillations increas-
es. We can see this in Figs. 11-12 at @ =160 .

1.00
0.75
0.50
0.25
0.00
-0.25
-0.50
-0.75
-1.00

0.6
04 y
0.6 02 x 08 0.0

X 0.8 20 0.0 10
Fig. 11,30 graph Re(&96") Fig. 12. 3D graph Im(e**”)),
w =1607 o =1607

For a detailed analysis of the influence of the oscillation parameter
® and the division ¢ on the accuracy of numerical integration and in or-
der to compare the obtained error estimates with theoretical ones, a series
of numerical experiments was performed. The tables show the results of

calculations for different values of @ .
Table 1

Calculation results for « =107 , reference value of the integral
12 (,9)=0.2278189646082499 + 0.1991111463311658i

, o (0,9) ||2 (0,9)-0° (o, g)| &, theoretical error
64 Od.21297981118182683588674523585;7i+ 17211026284e-07 >EesTThe08
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Table 2

Calculation results at @ =407 , reference value of the integral
12 (,9)=0.1067062929189802 + 0.1085966978209356i

0 ®*(w,9) |I2 (0,9)-®° (a;g)| &, theoretical error
0.1066203629718906 +
32 0.1086594747825144i 1.0641852617e-04 9.382032e-02
0.1067460877089656 +
64 0.1085472446431358i 6.3476311365e-05 2.345508e-02
0.1067063563388021 +
12 0.1085967474983053i 8.0560007814e-08 5.863770e-03
0.1067062950844278 +
256 0.1085966995478552i 2.7697318077e-09 1.465943e-03
0.1067062930401892 +
512 0.1085966979169320i 1.5461865937e-10 3.664856e-04
0.1067062929263625 +
1024 0.1085966978267644i 9.4059812274e-12 9.162140e-05
Table 3
Calculation results at @ =807, reference value of the integral
12 (,9)=0.0723874992954767 + 0.0775883379028776i
0 ®*(w,9) |I2 (0,9)-®° (a)g)| &, theoretical error
0.0723614746497498 +
32 0.0777878595754382i 2.0121177900e-04 1.876406e-01
0.0723318856918027 +
64 0.0775744279864674i 5.7326771130e-05 4.691016e-02
0.0723790740671419 +
12 0.0776040305528926i 1.7811337316e-05 1.172754e-02
0.0723874891873205 +
256 0.0775883389270071i 1.0159904640e-08 2.931885e-03
0.0723874989439382 +
512 0.0775883379230748i 3.5211826050e-10 7.329713e-04
0.0723874992757894 +
1024 0.0775883379038215i 1.9709895301e-11 1.832428e-04
Table 4
Calculation results at @ =160 , reference value of the integral
12 (,9)=0.0488723915931327 + 0.0546273706291931i
( *(w,9) |I *(@0,9)-0° (o, g)| &, theoretical error
0.0492121569121379 + 3.5836215581e-04
32 | '0.0545134278246065i 3.752813¢-01
0.0488741262706387 +
64 0.0546801209405205i 5.2778825784e-05 9.382032e-02
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Continuation of the table 4

12 Oooélé;fg;s;;?’sfggslfszr 7.7864555090e-06 2.345508e-02
256 000(;1584?6722733?711981317128:4?3:- 2.4391440926e-06 5.863770e-03
512 000(;1584?6722733?711981317128:4?3:- 1.2492380771e-09 1.465943e-03
1024 000(?55522733?71065;'339;58{ 4.2581327138e-11 3.664856e-04

Conclusions. The article is devoted to the numerical integration of

rapidly oscillating functions of several variables, which is an important
direction in mathematical modelling of processes, in particular in digital
image processing problems. Cubic formulas for the approximate calcula-
tion of double and triple integrals of oscillating exponentials are presented.
Cubic formulas use traces on mutually perpendicular lines as function data
in their construction. Error estimates are presented for a class of differenti-
able functions. A numerical experiment presents an analysis of the method

for

a function of two variables, which makes it possible to estimate the

potential capability of the algorithm in a three-dimensional case.
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YNCENbHE IHTErPYBAHHA LLIBUAKOOCLIMNIbOBAHUX
®YHKUIN I3 BUKOPUCTAHHAM ONMEPATOPIB
BIAHOBJIEHHA 3A AAHUMWM HA NIHIAX

VY cy4acHOMy MaTeMaTHYHOMY MOJCTIOBaHHI (Pi3MYHHX Ta TEXHIYHUX
MIPOIIECiB aKTyaIbHO € TpobiieMa 00poOKH i aHamizy (QyHKUiH GaraTbox
3MIHHUX, 3HAYEHHS SKHMX BIJOMI Ha CHCTeMax JHii. He BUKIIOUCHHAM € 1
3amadi U poBoi 00poOKH 300pakeHb, 30KpeMa YHCETBHOTO IHTErPYBaHH
¢$yHKIIN 3 ocruALieto. Y 3amadax udpoBoi 00poOKH 300pakeHb 3HAUHA
yacTiHa iH(pOpMAIli MPO JOCHIIKYBaHHH 00’€KT HAJIXOMUTh y BUTJISII
BUMIPIOBaHb y3[OBX OKPEMHX HampsMiB a0o JIHIH, 0 € XapaKTepHUM
Uit ToMorpadiyHUX METO/IB, TUCTAHIIIMHOTO 30H/yBaHHsI Ta CUCTEM Bi3y-
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MatematuyHe Ta KOMI'I,IOTepHe Mo entoBaHHA

amizanii. Po3poOka Ta 3acTocyBaHHS e()eKTHBHUX METOIB YHCEIBHOTO 1H-
TerpyBaHHs IBHAKOOCIWILOBAaHNX (yHKIII Ha OCHOBI JaHUX HAa CHCTEMI
NiHIH € Ba)XJIMBOIO TEPEAyMOBOIO MiJBHIICHHS TOYHOCTI PEKOHCTPYKIIT,
¢inprparii Ta ananizy qudpoBUX 300paXKECHb.

JIOCIiHKEHHS B CTATTi MPUCBSYCHO YHCEIIBHOMY IHTEIPYBaHHIO LIBHIKOO-
CIITBOBaHUX (PYHKINH JEKUTbKOX 3MiHHMX. HaBemeno xyOarypHy hopmyiu
HAOIHKEHOTO OOYMCIICHHS TOIBIHUX 1HTErpalTiB BiJl OCIMIILOBAHOI EKCIIOHE-
uru. KybarypHa dopmyna B cBOIi moOyaoBi B SIKOCTI JaHUX HPO (YHKIIIO BH-
KOPHUCTOBYE CJIiI Ha B3a€MHO MEpIEeHANKY IIPHUX JiHisx. Ha knaci mudepen-
LiIHOBHKUX (DYHKIIIH PEACTABICHO OL[IHKY HOXUOKH HAOIMKECHHSL.

B po6oti 6arato yBaru NpUIiIeHO TECTyBaHHIO KyOaTypHOI (hopMyin
HaOMMKEHOTO OOYMCIIeHHs MOABIMHUX iHTErpasiB BiJl OCIHIBOBAHOI €KC-
noHeHTH. OTpUMaHi pe3yNbTaTH JO3BOJISIOTH MMOSICHUTH BUOIp apamMeTpiB,
MiATBEPIUTH TEOPETHYHI OI[IHKH MOXUOKU. YNMCenbHUIl eKCIIEpUMEHT Ha-
OyBae 0cOONMBOI 3HAUYIIOCTI, OCKUIBKH € 0a3010 JJISI aHANi3y Ta IPOTHO-
3yBaHHS IOBEIIHKM METOXNYy Yy TpHUBHMipHOMY BHmaiky. Lle moB’s3aHo 3
THM, IO 31 30iJBIICHHSAM PO3MIPHOCTI 3pocTae oOCsIr HeoOXimHoi iHpop-
Manii po mifiHTerpajibHy (QyHKIII0, CTae CKJIaIHINIA CTPYKTYpa HOXUOKH
Ta ICTOTHO 301TBIIYIOTHCS] OOYHMCITIOBATIbHI BUTPATH.

B pobGorti npexacraBneno kyOatypHy (opmyiny HaOIMKeHOro oOdmc-
JICHHS TOTPIMHUX IHTETPATiB BiJl OCIHIBLOBAHOI EKCIIOHEHTH. 3HAYEHHS
mpo (QyHKIIO0 HAmArOThCs SK gy QyHKIIi Ha CHCTEMi B3a€MHO TEpIICH-
JUKYJSIPHUX NpsMux. OTpEMaHO OLIHKY NMOXMOKM HaOJIMKEHHS Ha Kiaci
nmudepeHniioBHNX QyHKIIH.

Koaro4dosi ciioBa: mamemamuune mooentosanms npoyecis, yugposa oopo-
OKa 300paicerb, YucelbHe THMEeSPYBAHH WBUOKOOCYUTbOBAHUX (DYHKYIU Oa-
2amvoX 3MIHHUX, KyoanypHa ¢hopmyna, 6I0HOGNEHHsL PYHKYIT HA JIHISX.

Otpumano: 13.12.2025

154



	Д. А. Андрєєв,
	К. Є. Золотько, канд. техн. наук
	Дніпровський національний університет  імені Олеся Гончара, м. Дніпро
	МОДЕЛЮВАННЯ БІЗНЕС-ПРОЦЕСІВ IT-ПРОЄКТІВ  ЗА ДОПОМОГОЮ ТЕОРІЇ ЧЕРГ
	Ключові слова: теорія черг, бізнес-процеси, IT-проєкти, системи масового обслуговування, математичне моделювання, оптимізація ресурсів.
	Список використаних джерел:
	MODELING BUSINESS PROCESSES  OF IT PROJECTS USING QUEUEING THEORY

	Key words: queueing theory, business processes, IT projects, service systems, mathematical modeling, resource optimization.
	А. П. Громик*, канд. техн. наук,
	І. М. Конет**, д-р фіз.-мат. наук, професор,
	Т. М. Пилипюк***, канд. фіз.-мат. наук
	*Заклад вищої освіти «Подільський державний університет», м. Кам’янець-Подільський, **Волинський національний університет  імені Лесі Українки, м. Луцьк, ***Кам’янець-Подільський національний університет  імені Івана Огієнка, м. Кам’янець-Подільський
	ГІПЕРБОЛІЧНІ КРАЙОВІ ЗАДАЧІ МАТЕМАТИЧНОЇ  ФІЗИКИ В КУСКОВО-ОДНОРІДНОМУ КЛИНОВИДНОМУ ЦИЛІНДРИЧНО-КРУГОВОМУ ПІВПРОСТОРІ З ПОРОЖНИНОЮ

	Ключові слова: гіперболічне рівняння, початкові та крайові умови, умови спряження, інтегральні перетворення, гібридні інтегральні перетворення, головні розв’язки.
	Список використаних джерел:
	HYPERBOLIC BOUNDARY VALUE PROBLEMS  OF MATHEMATICAL PHYSICS IN A PIECEWISE HOMOGENEOUS WEDGE-SHAPED CYLINDRICAL- CIRCULAR HALF-SPACE WITH A CAVITY

	Key words: hyperbolic equation, initial and boundary conditions, conjugation conditions, integral transforms, hybrid integral transforms, main solutions.
	У. В. Гудима, канд. фіз.-мат. наук
	Кам'янець-Подільський національний університет  імені Івана Огієнка, м. Кам'янець-Подільський
	УМОВИ ЕКСТРЕМАЛЬНОСТІ ДОПУСТИМОГО  ЕЛЕМЕНТА ЗАДАЧІ ВІДШУКАННЯ ТОЧКИ ШТЕЙНЕРА КІЛЬКОХ ЗАМКНЕНИХ КУЛЬ ДЕЯКОГО ПОЛІНОРМОВАНОГО ПРОСТОРУ ВІДНОСНО МНОЖИНИ ЦЬОГО ПРОСТОРУ ОСНОВАНІ НА ДВОЇСТОМУ ПОДАННІ ПОХІДНОЇ  ЗА НАПРЯМОМ ЕКВІВАЛЕНТНОЇ ЇЙ ЗАДАЧІ  НАЙКРАЩОГ...

	Ключові слова: полінормований простір, замкнені кулі полінормованого простору, гаусдорфова відстань, узагальнена точка Штейнера, екстремальний елемент, умови екстремальності елемента.
	Список використаних джерел:
	THE CONDITIONS OF EXTREMALITY OF AN ADMISSIBLE ELEMENT IN THE PROBLEM OF FINDING A STEINER  POINT OF SEVERAL CLOSED BALLS OF A CERTAIN POLYNORMED SPACE WITH RESPECT TO A SET  OF THIS SPACE BASED ON THE DUAL REPRESENTATION  OF THE DIRECTIONAL DERIVATIV...

	Key words: the polynormed space, the closed balls of a polynormed space, the Hausdorff distance, the generalized Steiner point, the extremal element, the extremality conditions of an element.
	О. В. Зеленський*, канд. фіз.-мат. наук,
	А. Ю. Динич**,
	В. С. Бригідіна*,
	К. Р. Онищенко***
	*Кам’янець-Подільський національний університет  імені Івана Огієнка, м. Кам'янець-Подільський, ** ТОВ «Фаховий передвищий коледж «Оптіма», м Київ, *** Кам'янець-Подільський ліцей №14, м. Кам'янець-Подільський
	РАМСЕЇВСЬКІ ЧИСЛА ДЛЯ ПРЯМОКУТНИКІВ  У БАГАТОКОЛЬОРОВИХ РОЗФАРБУВАННЯХ

	Ключові слова: теорія Рамсея, рамсеївські числа, багатокольорові розфарбування.
	Список використаних джерел:
	RAMSEY NUMBERS FOR RECTANGLES  IN MULTICOLOUR COLOURINGS

	Key words: Ramsey theory, Ramsey numbers, multicolour colourings.
	O. P. Nechuiviter, Doctor of Science, Professor,
	V. V. Ivanov, PhD Student,
	A. S. Shnitsar, PhD Student,
	O. R. Hishchak, PhD Student
	Educational and Scientific Institute «Ukrainian Engineering Pedagogics Academy» V. N. Karazin Kharkiv National University, Kharkiv
	SMOOTHNESS EFFECTS ON NUMERICAL  INTEGRATION ACCURACY FOR RAPIDLY  OSCILLATING BIVARIATE FUNCTIONS ON SPARSE GRIDS

	Key words: mathematical modeling of processes, digital image processing, numerical integration, rapidly oscillating functions of many variables, cubature formula, function interpolation, sparse grids.
	References:
	ВПЛИВ ГЛАДКОСТІ НА ТОЧНІСТЬ ЧИСЕЛЬНОГО ІНТЕГРУВАННЯ ШВИДКООСЦИЛЬОВАНИХ ФУНКЦІЙ  ДВОХ ЗМІННИХ НА РОЗРІДЖЕНИХ СІТКАХ

	Ключові слова: математичне моделювання процесів, цифрова обробка зображень, чисельне інтегрування, швидкоосцильовані функцій багатьох змінних, кубатурна формула, інтерполяція функцій, розріджені сітки.
	Zb_f-m_2.pdf
	В. Г. Пархоменко, М. В. Сидоров, д-р фіз.-мат. наук, професор
	Харківський національний університет радіоелектроніки, м. Харків
	аналіз методОМ двобічних наближень додатних аКСІАЛЬНО-симетричних розв’язків першої крайової задачі для рівняння Гельмгольца з монотонною степеневОЮ нелінійністю
	Ключові слова: аксіально-симетричний додатний розв’язок, інваріантний конусний відрізок, інтегральне рівняння Гаммерштейна, крайова задача для напівлінійного еліптичного рівняння, метод двобічних наближень, монотонний оператор, оператор Гельмгольца, ...
	Список використаних джерел:
	ANALYSIS BY THE METHOD OF TWO-SIDED APPROXIMATIONS OF POSITIVE AXIALLY SYMMETRIC SOLUTIONS OF THE FIRST BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR THE HELMHOLTZ EQUATION  WITH A MONOTONE POWER NONLINEARITY

	Key words: axially symmetric positive solution, boundary value problem for a semilinear elliptic equation, Green’s function, Hammerstein integral equation, Helmholtz operator, invariant conical segment, method of two-sided approximations, monotone ope...
	А. В. Савченко, М. І. Гвоздєв
	Харківський національний університет радіоелектроніки, м. Харків
	Застосування методу двобічних наближень  до аналізу статичного прогину пружної балки  з різними типами закріплення кінців в моделі мікроелектромеханічної системи

	Ключові слова: балка, жорстке закріплення, задача Діріхле, задача Нав’є, ізотонний опертор, інваріантний конусний відрізок, крайова задача, математичне моделювання, мікроелектромеханічна система, метод двобічних наближень, прогин, рівняння Гаммерштейн...
	Список використаних джерел:
	APPLICATION OF THE TWO-SIDED APPROXIMATIONS METHOD TO THE STATIC DEFLECTION ANALYSIS OF AN ELASTIC BEAM UNDER VARIOUS BOUNDARY CONDITIONS IN A MICROELECTROMECHANICAL SYSTEM MODEL

	Key words: beam, fixed-fixed (clamped) support, Dirichlet problem, Navier problem, isotonic operator, invariant cone segment, boundary value problem, mathematical modeling, microelectromechanical system, method of two-sided approximations, deflection,...
	В. А. Сорич, канд.фіз.-мат. наук,
	Н. М. Сорич, канд. фіз.- мат. наук
	Кам’янець-Подільський національний університет імені Івана Огієнка, м. Кам’янець-Подільський
	Найкраще наближення класів функцій, породжених складеними ядрами

	Ключові слова: найкраще наближення лінійних комбінацій ядер, класи Степанця, достатня умова Надя.
	Список використаних джерел:
	The Best Approximation of Function Classes Generated by Composite Kernels

	Key words: best approximation of linear combinations of kernels; Stepanets classes; sufficient Nagy condition.
	Р. Ю. Стахів, аспірант
	Прикарпатський національний університет  імені Василя Стефаника, м. Івано-Франківськ
	РЕАЛІЗАЦІЯ ГЕОМЕТРІЇ ЛІПШИЦЯ НА НЕСКІНЧЕННОСТІ КОМПЛЕКСНИХ АНАЛІТИЧНИХ МНОЖИН

	Ключові слова: дотичний конус на нескінченності, алгебраїчність, глобальна нерівність, ліпшицева регулярність на нескінченності, відображення з обмеженим ростом, асимптотична геометрія, проективний простір.
	Список використаних джерел:
	REALIZATION OF LIPSCHITZ GEOMETRY  AT INFINITY ON COMPLEX ANALYTIC SETS

	Key words: tangent cone at infinity, algebraicity, global inequality, Lipschitz regularity at infinity, mapping with bounded growth, asymptotic geometry, projective space.
	Y. L. Khurdei*,
	I. V. Nefodova**, Candidate of Physical and Mathematical Sciences,
	A. V. Zaborniy*, PhD Student,
	A. A. Letuta*, PhD Student
	*Educational and Scientific Institute «Ukrainian Engineering Pedagogics Academy» V. N. Karazin Kharkiv National University, Kharkiv, **Bakhmut Educational and Scientific Professional Pedagogical  Institute of V. N. Karazin Kharkiv National University,...
	NUMERICAL INTEGRATION OF rapidly  OSCILLATING FUNCTIONS USING RECONSTRUCTION OPERATORS BASED ON DATA ON LINES

	Key words: mathematical modelling of processes, digital image processing, numerical integration of rapidly oscillating functions of several variables, cubature formula, restoration of functions on lines.
	References:
	ЧИСЕЛЬНЕ ІНТЕГРУВАННЯ ШВИДКООСЦИЛЬОВАНИХ ФУНКЦІЙ ІЗ ВИКОРИСТАННЯМ ОПЕРАТОРІВ  ВІДНОВЛЕННЯ ЗА ДАНИМИ НА ЛІНІЯХ

	Ключові слова: математичне моделювання процесів, цифрова обробка зображень, чисельне інтегрування швидкоосцильованих функцій багатьох змінних, кубатурна формула, відновлення функцій на лініях.
	О. А. Ярова, канд. фіз.-мат. наук
	Львівський національний університет імені Івана Франка, м. Львів
	АСИМПТОТИКА РОЗВ’ЯЗКУ БАГАТОВИМІРНОГО  РІВНЯННЯ ВІДНОВЛЕННЯ В МАТРИЧНІЙ ФОРМІ

	Ключові слова: рівняння відновлення, множник нормування, перетворення Лапласа, випадкова еволюція, функція відновлення.
	Список використаних джерел:
	ASYMPTOTICS OF THE SOLUTION  TO A MULTIDIMENSIONAL RENEWAL  EQUATION IN MATRIX FORM

	Keywords: renewal equation, normalizing factor, Laplace transform, random evolution, renewal function.
	Відомості про авторів
	Алфавітний покажчик авторів
	Зміст



