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A method of solving difference equations A x b


, A H S V    

that arise in discretization of two-dimensional elliptic boundary value 
problems. Solution algorithm brings together an iterative process with di-
rect methods of solving equations i i iS x d


, i N m , where iS  is 

2 1m   band-diagonal matrix that approaches A  with high precision and 
has a minimum width, N  ― number of rows of the matrix A . 

Key words: elliptic difference equation, transform the structure of the 
matrix, Cholesky factorization. 
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ІСНУВАННЯ ДОЗВУКОВИХ ПЕРІОДИЧНИХ БІЖУЧИХ  
ХВИЛЬ В СИСТЕМІ НЕЛІНІЙНО ЗВ’ЯЗАНИХ НЕЛІНІЙНИХ 

ОСЦИЛЯТОРІВ НА ДВОВИМІРНІЙ ҐРАТЦІ 

Стаття присвячена вивченню нескінченної системи зви-
чайних диференціальних рівнянь, яка описує нескінченну сис-
тему нелінійно зв’язаних нелінійних осциляторів, розміщених 
на двовимірній ґратці. Одержано результат про існування до-
звукових періодичних біжучих хвиль для таких систем.  

Ключові слова: нелінійні осцилятори, двовимірна ґратка, 
дозвукові періодичні біжучі хвилі.  

Вступ. У цій статті вивчаються рівняння, які описують динаміку 
нескінченної системи нелінійно зв’язаних нелінійних осциляторів, 
розміщених на цілочисловій двовимірній ґратці. Нехай  ,n mq t  — 

узагальнена координата  ,n m -го осцилятора в момент часу t . Пе-

редбачається, що кожний осцилятор нелінійно взаємодіє з чотирма 
своїми найближчими сусідами. Тоді рівняння руху системи, що розг-
лядається, мають вигляд 

© С. М. Бак, 2014 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

18 

 
   

       
, 1, , , 1,

2
, 1 , , , 1 , , , .

n m n m n m n m n m

n m n m n m n m n m

q U q q U q q

U q q U q q V q n m

 

 

     

       




 (1) 

Рівняння (1) представляє собою нескінченну систему звичайних 
диференціальних рівнянь, причому при   0V r   (1) є двовимірним 

аналогом системи Фермі-Пасти-Улама, а при    1 cosV r K r   — 

дискретним рівнянням sin-Ґордона на двовимірній ґратці. 
Важливим класом розв’язків для таких систем є біжучі хвилі. До-

сить детальні результати про біжучі хвилі в ланцюгах Фермі-Пасти-
Улама можна знайти в працях О. Панкова, зокрема в [10] найбільш пов-
ний огляд результатів. У статті [3] одержано умови існування періодич-
них біжучих хвиль в ланцюгах Фермі-Пасти-Улама на двовимірній ґрат-
ці. В той же час для ланцюгів осциляторів відомі декілька праць, зокре-
ма, [8], результати якої отримано методами теорії біфуркацій, а також [1; 
5], в яких отримано умови існування періодичних та відокремлених бі-
жучих хвиль за допомогою методу критичних точок. У статтях [2; 6; 7] 
вивчались біжучі хвилі для систем лінійно зв’язаних нелінійних осциля-
торів, розміщених на двовимірних ґратках. Зокрема, в [6] розглядалась 
система із непарною 2 -періодичною нелiнiйнiстю. А в [7] взагалі розг-
лядалися лінійні осцилятори. У статті [2] одержано умови існування пе-
ріодичних і відокремлених біжучих хвиль. У статті [4] одержано резуль-
тат про існування періодичних біжучих хвиль для дискретного рівняння 
sin-Ґордона на двовимірній ґратці. 

Метою статті є одержання умов існування дозвукових періодич-
них біжучих хвиль для нескінченної системи звичайних диференціа-
льних рівнянь, яка описує нескінченну систему нелінійно зв’язаних 
нелінійних осциляторів, розміщених на двовимірній ґратці.  

Постановка задачі. Для профілю біжучої хвилі  u s , де 

cos sins n m ct    , рівняння (1) набуде вигляду 

 
  

2 ( ) ( ( cos ) ( )) ( ( ) ( cos ))

( ( sin ) ( )) ( ( ) ( sin )) .

c u s U u s u s U u s u s

U u s u s U u s u s V u s

 

 

        

        
 (2) 

Зазначимо, що в рівняння (2) швидкість c  входить тільки в ква-
драті. Звідси випливає, що якщо функція ( )u s  задовольняє рівняння 

(2), то існує дві біжучі хвилі з даним профілем та швидкостями .c  
Будемо розглядати випадок періодичних біжучих хвиль, для 

знаходження профілю яких достатньо знайти розв’язок рівняння (2), 
який задовольняє умову 
    2 , , 0.u s k u s s k      (3) 
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Всюди далі під розв’язком рівняння (2) розуміється функція 

( )u s  класу 2 ( ),C   яка задовольняє рівняння (2) для всіх .s  

Варіаційне формулювання задачі. Позначимо через kE  гіль-

бертів простір       1 : 2k locE u H u s k u s     зі скалярним до-

бутком           ,
k

k
k

u v u s v s u s v s ds


   .  

На просторі kE  означимо оператори 

        
cos

: cos ,
s

s

Au s u s u s u d


  


      

        
sin

: sin .
s

s

Bu s u s u s u d


  


      

Тоді правильне таке твердження (див. [3, с. 77]).  

Лема 1. Оператори A  та B  є обмеженими лінійними операто-
рами, що задовольняють нерівності 

   2 2, ,
cos

L k k L k k
Au u

 
  ,    2 2, ,

sin
L k k L k k

Bu u
 

  .  

Всюди далі розглядаються потенціали ( )U r  і  V r  вигляду: 

 i     
2

20

2

c
U r r f r  ,    

2
2

2

a
V r r g r   , де 0 0c  , 0a  .  

Також припускається, що неквадратична частина кожного з цих 
потенціалів  ;h f g  задовольняє умови: 

 ii     0 0 0h h   і    h r o r   при 0r  ; 

 iii  існують 0 0r   і 2   такі, що  0 0h r   і для 0r   

   0 h r rh r   ; 

або 

 iii  існують 0 0r   і 2   такі, що  0 0h r   і для 0r   

   0 h r rh r   . 

Неважко переконатися в тому, що з цих умов випливає існуван-

ня сталих 0d   і 0 0d   таких, що   0.h r d r d
   

На просторі kE  розглянемо функціонал 

            
2

2
: .

2

k

k
k

c
J u u s U Au s U Bu s V u s ds



      
  
  
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Безпосереднім обчисленням одержуються наступні два твер-
дження.  

Лема 2. kJ  — функціонал класу 1C  на kE , а його похідна для 

будь-яких , ku h E  виражається формулою 

           2,
k

k
k

J u h c u s h s U Au s Ah s


       

          .U Bu s Bh s V u s h s ds    

Лема 3. Критичні точки функціоналу kJ  є 2C -розв’язками рів-

няння (2), що задовольняють умову (3).  

Основний результат. Для одержання основного результату 
статті знадобиться теорема про зачеплення ([10; 11]). 

Нехай H  — гільбертів простір, H Y Z  . Нехай також 

0r    і :z Z z r  . Позначимо 

 : , , 0M u y z y Y u        ,  

 0 : , 0, або 0M u y z y Y u i u i            , 

тобто 0M  — межа  M M . Нехай  : :N u Z u r   . 

Розглянемо функціонал   на H  і припустимо, що 

   
0

: inf : sup
u N u M

u u   
 

   . 

У такому випадку говорять, що функціонал   задовольняє гео-

метрії зачеплення. 

Теорема 1 (про зачеплення). Нехай   — функціонал класу 1C  

на гільбертовому просторі H , що задовольняє геометрії зачеплення 
та умові Пале-Смейла: 

(РS) якщо послідовність nu H  така, що   0nu   і  nu  

обмежена, то вона містить збіжну підпослідовність. 
Нехай  

  : inf sup
u M

b u


 
 

 , 

де   0: ; : наC M H id M     . Тоді b  — критичне значення 

  і  sup
u M

b u 


  . 

Наступна лема доводиться аналогічно до леми 6 з [3, с. 85]. 
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Лема 4. Нехай виконуються умови  i ,  ii ,  iii ,  iii , тоді 

функціонал kJ  задовольняє умову Пале-Смейла. 

Лема 5. Нехай виконуються умови  i ,  ii ,  iii ,  iii , тоді 

функціонал kJ  задовольняє геометрії зачеплення.  

Доведення. Розглянемо оператор 

            2 2 2
0:Lu s c u s c Au s Bu s a u s      

із 2k -періодичними умовами. Оператор L  є самоспряженим в 

 2 ;L k k , обмеженим знизу та має дискретний спектр, який накопи-

чується біля  , тобто нижче нуля власних чисел є скінченна кіль-
кість. Власні значення та власні функції можна обчислити. Нагадає-
мо, що всі власні значення j  із несталими власними функціями є 

подвійними. Позначимо через j kh E   лінійно незалежні пари влас-

них функцій із власними значеннями j . 

Нехай Z  — підпростір kE , утворений функціями jh  з 0j   і 

Y  — підпростір kE , утворений функціями jh  з 0j   та функцією 

0h , тобто такі лінійні оболонки SpanZ   : 0j jh   , 

SpanY   0 , : 0j jh h   . Відмітимо, що dimY   . Легко перевіри-

ти, що Y Z  і kE Y Z  . 

Позначимо через kQ  квадратичну частину функціоналу kJ   

        2 2 2 22 2 2 2
0 0

1

2

k

k k
Q c u s c Au s c Bu s a u s ds


    . 

Легко бачити, що      k k kQ y z Q y Q z   , де y Y , z Z . 

Зауважимо, що квадратична форма kQ  додатно визначена на Z , 

тобто   2
k k

Q u u  з 0  .  

З умов  i ,  ii ,  iii ,  iii  випливає, що для деякого 0   

існує таке 0 0r  , що   2V r r , при 0r r . Тоді 

       2 2 2
k

k k k k k
k

J u Q u u s ds Q u u u  


     ,  

де 0  . Отже,   0kJ u   на  :
k

N u Z u r    з достатньо малим 

0r  . 
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Зафіксуємо z Z , 1
k

z   та множину 

 : , , 0
k

M u y z y Z u        . 

Доведемо, що   0kJ u   на 0M M   за умови, що   достатньо ве-

лике. Нагадаємо, що 

 0 : , 0, або 0
k k

M u y z y Y u i u i            . 

Маємо  

           2 k

k k k k
J y z Q y Q z V A y z V B y z ds   


         .  

Оскільки існують такі константи 0d  , 0 0d  , 0d  , 0 0d  , 

що правильні нерівності 

  0f r d r d
  ,   0g r d r d

   , де 2  , 

то, враховуючи, що   0kQ y   

      2
0 0 04 2k L L

J y z kd kd d A y z B y z 

 
              

2
0 0 04 2

L
kd kd C y z 

       , 

де  0 kQ z  , 0C  . Оскільки 

2 22 2
k k

y z y      ,  

то 2 2  . До того ж, у скінченновимірних просторах всі норми ек-

вівалентні. Отже, 

L k
y z c y z c      ,  

  2
0 0 04 2kJ y z kd kd C         . 

Оскільки 2  , то права частина від'ємна, якщо   — достат-

ньо велике. Отже,   0kJ y z  . Якщо 0u M , 
k

u   і 0  , то 

u y Y   і, очевидно, що   0kJ u  . Таким чином, функціонал kJ  

задовольняє геометрії зачеплення. Лему доведено. 
Наступна теорема є основним результатом цієї статті:  

Теорема 2. Нехай виконуються умови  i ,  ii ,  iii ,  iii . 

Тоді для будь-яких 1k   і  00;c c   рівняння (2) має розв'язок 

k ku E . Тим самим існують дві періодичні біжучі хвилі з профілем 

u  і швидкостями c . 
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Доведення. Леми 4 і 5 показують, що для функціоналу kJ  вико-

нуються всі умови теореми про зачеплення. Отже, kJ  має ненульову 

критичну точку ku E , яка, за лемою 3, є 2C -розв’язком задачі (2), (3). 
Теорему доведено. 

Висновки. Одержано теорему про існування дозвукових періо-
дичних біжучих хвиль для нескінченної системи звичайних диферен-
ціальних рівнянь, яка описує нескінченну систему нелінійно 
зв’язаних нелінійних осциляторів, розміщених на двовимірній ґратці, 
який поширює результат статті [9]. 
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