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У статті встановлено необхідні, достатні умови і критерії 
екстремальності елемента для задачі найкращої у розумінні 
сім’ї опуклих функцій рівномірної апроксимації півнеперерв-
ного зверху компактнозначного відображення множиною не-
перервних однозначних відображень з додатковим обмежен-
ням, що задається системою замкнених куль з центрами та ра-
діусами, які змінюються неперервно. 

Ключові слова: півнеперервне зверху компактнозначне відо-
браження, найкраща у розумінні сім’ї опуклих функцій рівномірна 
апроксимація, умови екстремальності, додаткове обмеження. 

Вступ. У статті для задачі найкращої у розумінні сім’ї опуклих 
функцій рівномірної апроксимації півнеперервного зверху компакт-
нозначного відображення множиною неперервних однозначних відо-
бражень з додатковим обмеженням, що задається системою замкне-
них куль, встановлено необхідні, достатні умови і критерії екстрема-
льності елемента, які узагальнюють на випадок вищеназваної задачі 
відповідні умови екстремальності елемента для задачі найкращої рів-
номірної апроксимації неперервної на компакті функції елементами 
скінченновимірного підпростору, які задовольняють додатковому 
обмеженню (див., наприклад, [1–5]). 

Постановка задачі. Нехай S  — компакт, X  — лінійний над 

полем комплексних (дійсних) чисел нормований простір,  ,C S X  — 

лінійний над полем дійсних чисел простір однозначних відображень 

g  компакта S  в X , неперервних на S , з нормою:  max
s S

g g s


 , 

 K X  — сукупність всіх непорожніх компактів простору X , 

  ,C S K X  — множина багатозначних півнеперервних зверху на S  

відображень a  компакта S  в X  таких, що    a s K X  для кожно-
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го s S ,  s s S
p


 — сім’я неперервних на S  опуклих функцій таких, 

що відображення    , ss x S X p x    півнеперервне зверху на 

S X ,  ,V C S X ,  ,u C S X ,  ,r C S R ,   0r s  , s S , 

        : , , ,D g g C S X g s u s r s s S     , 

існує елемент 0g V , для якого      0g s u s r s   для всіх s S .  

Задачею найкращої у розумінні сім’ї  s s S
p


 рівномірної апрок-

симації відображення   ,a C S K X   множиною  ,V C S X  з 

додатковим обмеженням, що задається системою замкнених куль 

      : , ,b s x x X x u s r s s S     , будемо називати задачу від-

шукання величини 

    *

( )
inf sup sup ( )V D s

g V D s S y a s
a p y g s 

   
  . (1) 

З урахуванням тверджень 1, 2 [6] та узагальненої теореми Вейє-
рштрасса (див., наприклад, [7, с. 28] ) задачу відшукання величини (1) 
можна подати у такому вигляді 

    *

( )
inf max max ( )V D s

g V D s S y a s
a p y g s 

   
  . (2) 

Якщо існує елемент *g V D   такий, що 

   * *

( )
max max ( )s V D
s S y a s

p y g s a 
 

  ,  

то його назвемо екстремальним елементом для величини (2). 

Актуальність теми. Теорія багатозначних відображень знахо-
дить багаточисельні застосування в теорії оптимального керування, 
теорії оптимізації, опуклому аналізі, теорії ігор, математичній еконо-
міці та інших галузях сучасної математики. 

Важливий розділ цієї теорії утворюють задачі найкращого на-
ближення складних багатозначних відображень відображеннями про-
стішої структури (див., наприклад, [8–12]), у тому числі задачі най-
кращої рівномірної апроксимації неперервного або півнеперервного 
зверху компактнозначного відображення множинами неперервних 
однозначних відображень (див., наприклад, [6; 13–16]). 

Слід зазначити, що до задач найкращої рівномірної апроксимації 
багатозначного відображення множинами однозначних відображень 
зводиться низка задач оптимального відновлення операторів та фун-
кціоналів по неточно заданій інформації (див., наприклад, [17; 18]). 

Актуальність задач найкращої несиметричної апроксимації зу-
мовлена, зокрема, необхідністю дослідження задач найкращої зваже-
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ної рівномірної апроксимації неперервних на компакті функцій та 
багатозначних відображень (див., наприклад, [19–21]). 

Задачі найкращої рівномірної апроксимації неперервних на компа-
кті дійснозначних та комплекснозначних функцій елементами скінчен-
новимірних підпросторів, які задовольняють додатковому обмеженню 
(змінюються у заданому діапазоні), розглядались, зокрема, у працях [1–5]. 

Встановлені у статті необхідні, достатні умови і критерії екстре-
мальності елемента для задачі відшукання величини (2) узагальню-
ють на випадок цієї задачі відповідні результати праць [1–5]. 

Вони слугуватимуть відправним пунктом для отримання відпо-
відних результатів й для інших задач, що вкладаються у схему поста-
новки задачі відшукання величини (2), та для побудови чисельних 
методів відшукання величини (2) і її екстремального елемента.  

Мета роботи. Встановити необхідні, достатні умови і критерії 
екстремальності елемента для величини (2). 

Допоміжні твердження. Через int M  будемо позначати внутрі-
шність, а через M  — межу множини M  топологічного простору. 

Твердження 1. Множина D  є опуклою множиною простору 
 ,C S X . 

Справедливість твердження випливає з опуклості множин   ,b s  

s S . 

Твердження 2. Функція      ,x s x u s r s    ,  ,x s X S  , 

є неперервною на X S . 

Доведення. Нехай  0 0,x s X S  . Для всіх  ,x s X S   маємо 

 
            

       
0 0 0 0 0

0 0 0

, ,

.

x s x s x u s r s x u s r s

x x u s u s r s r s

        

     
 (3) 

Оскільки  ,u C S X ,  ,r C S R , то для додатного числа   

існує окіл  0V s  точки 0s  такий, що  

    0 3
u s u s


  ,    0 3

r s r s


  ,  0s V s . (4) 

Покладемо  

  0 0: ,
3

O x x x X x x
     

 
. (5) 

Тоді для      0 0,x s O x V s   внаслідок (3)–(5) отримаємо, що 

   0 0, ,x s x s    . 
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Це означає, що функція  ,x s ,  ,x s X S  , є неперервною в 

точці  0 0,x s X S  . Оскільки точку  0 0,x s  вибрано довільно з 

X S , то функція  ,x s ,  ,x s X S  , є неперервною на X S . 

Твердження доведено. 

Твердження 3. Нехай 0s S  і  

      0 0 0 0int : , .x b s x x X x u s r s      

Тоді існує окіл  0V s  точки 0s  та окіл 

   0 0: , , 0O x x x X x x        

точки 0x  такі, що    0 intO x b s  для всіх  0s V s . 

Доведення. Розглянемо функцію      ,x s x u s r s    , 

 ,x s X S  . 

Оскільки за умовою    0 0 0x u s r s  , то  0 0, 0x s  . Вна-

слідок неперервності функції  ,x s ,  ,x s X S  , на X S  (див. 

твердження 2) існує окіл    0 0: , , 0O x x x X x x        точки 

0x  та окіл  0V s  точки 0s  такі, що  

     , 0x s x u s r s     ,      0 0,x s O x V s  . 

Звідси випливає, що    0 intO x b s  для всіх  0s V s . 

Твердження доведено. 

Твердження 4. Нехай  ,g C S X , 0s S ,    0 0intg s b s . Тоді 

існує окіл  0V s  точки 0s  такий, що    intg s b s  для всіх  0s V s . 

Доведення. Внаслідок твердження 3 існує окіл  1 0V s  точки 0s  та 

окіл   0 ,O g s   точки  0g s  радіуса   такі, що   0 ,O g s    

 int b s  для всіх  1 0s V s , тобто 

     0: , intx x X x g s b s    ,  1 0s V s . (6) 

Розглянемо функцію      0s g s g s   , s S . 

Оскільки  0 0s    і  s , s S , є неперервною функцією 

на S , то існує окіл  2 0V s  точки 0s  такий, що  

    0g s g s   ,  2 0s V s . (7) 
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Нехай      0 1 0 2 0V s V s V s  . З (6), (7) випливає, що 

   intg s b s  для всіх  0s V s . 

Твердження доведено. 

Твердження 5. Нехай  0 ,g C S X . Для того щоб 0 intg D , 

необхідно і достатньо, щоб    intg s b s , s S . 

Доведення. Необхідність. Нехай 0 intg D . Тоді існує 0   та-

ке, що     0 0: , ,O g g g C S X g g D     . Нехай 0s S . Для 

 0 0g s  і      0 0 0 0: ,O g s x x X x g s      маємо, що   0 0O g s   

 0b s . Дійсно, для   0 0x O g s  позначимо через  xg s   

   0 0 0g s x g s   , s S . 

Зрозуміло, що  ,xg C S X  і  

     0 0 0 0maxx x
s S

g g g s g s x g s 


      . 

Тому  0xg O g D  . Звідки випливає, що    0 0xg s x b s  , 

  0 0x O g s . Це й означає, що     0 0 0O g s b s . Отже, 

   0 0 0intg s b s . Оскільки точку 0s  вибрано довільно з S , то 

   0 intg s b s , s S . 

Необхідність доведено. 

Достатність. Нехай тепер    0 intg s b s , s S . Тоді 

     0g s u s r s  , s S . Оскільки функція    s r s    

   0g s u s  , s S , є неперервною на S , то із зазначеного вище 

випливає,що  

        0min min 0
s S s S

s r s g s u s 
 

     . 

Доведемо, що     0 0: , ,O g g g C S X g g      включаєть-

ся в D . Дійсно, нехай  0g O g  і s S . Тоді 

           0 0g s u s g s g s g s u s       

           0 0 0 0g s g s g s u s g g g s u s          

              0 0 0min
s S

g s u s r s g s u s g s u s


          
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           0 0 .r s g s u s g s u s r s       

Це й означає, що g D  для всіх  0g O g . Отже, 0 intg D . 

Достатність доведено. 
Твердження доведено. 

Позначимо через *X  — простір, спряжений з X , через *B  — 

замкнену одиничну кулю простору *X :  * : 1B f f  . 

Як відомо (див., наприклад, [22, с. 156] ), для кожного елемента 

z X  існує елемент *f B  такий, що  f z z .  
Для будь-якого елемента z X  позначимо через 

  * *: ,zB f f B f z z   . Зі сказаного вище випливає, що *
zB    

для всіх z X . 
Нехай, крім того, RX  — лінійний над полем дійсних чисел нор-

мований простір, асоційований з X , тобто простір X , в якому мно-
ження елементів на числа обмежується лише множенням їх на дійсні 

числа, *
RX  — простір, спряжений з RX . 

Надалі через  0,M x (  *
0,M x ) будемо позначати конус внут-

рішніх (граничних) напрямків для множини M  лінійного нормованого 
простору з точки 0x  цього простору (див., наприклад, [5, с. 12, 13]). 

Твердження 6. Нехай 0x X , r  — додатне число ( 0r  ), 

 0: ,Q x x X x x r     — замкнена куля простору X  з центром у 

точці 0x  радіуса r , *x Q , тобто *
0x x r  . Має місце рівність  

     *
0

* *, : , Re 0, x xQ x x x X f x f B      . (8) 

Доведення. Позначимо через  

   *
0

*: , Re 0, x xA x x X f x f B     . (9) 

Отже, потрібно довести, що  

  *,Q x A  . (10) 

Нехай  *,x Q x . Оскільки Q  є опуклою множиною, 

int Q   , то з теореми 1.3.4. [5, с. 19] випливає існування числа 

0   такого, що * intx x Q  , тобто *
0x x x r   . 

Нехай *
0

*
x xf B  . Тоді  
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   * * * *
0 0 0 0Ref x x x x r x x x f x x x             

       * *
0 0Re Re Ref x x f x f x x f x       . 

Звідси одержуємо, що  Re 0f x  . Отже, x A . Тому  

  *,Q x A  . (11) 

Нехай тепер x A . Переконаємося, що існує число 0   таке, що 

 * intx x Q  . (12) 

Припустимо супротивне. Тоді * intx x Q   для всіх 0  . Оскі-

льки  *
*: , 0xA u u x x      є опуклою множиною простору RX , а 

Q  є опуклою множиною цього простору, для якої int Q   , та 

*int xQ A  , то відповідно до теореми віддільності (див., наприклад, 

[23, с.209] ) існує функціонал *
* Rf X , * 1f  , та число c  такі, що  

  *f z c  для всіх z Q , (13) 

  *f u c  для всіх *xu A . (14) 

Оскільки *x Q  і *
*

xx A , то  *
*f x c . З урахуванням цього 

та (13), (14) матимемо, що 

    *
* *f z f x  для всіх z Q , (15) 

    *
* *f u f x  для всіх *xu A . (16) 

Зі співвідношення (16) випливає, що 
  * 0f x  . (17) 

З урахуванням співвідношення (15) одержимо, що  

   *
* 0 * 0f z x f x x   , z Q . 

Звідки 

     
0

*
* 0 * 0 * 0sup sup

z Q z x r
f x x f z x f z x

  
       

  *
* * * 0

1

sup sup
tt r
r

t
f t r f r f r x x

r 

       
 

. 

Отже,  

  * *
* 0 0f x x x x   , *

* Rf X , * 1f  . (18) 

Покладемо  
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     *
* *f z f z if iz  , z X . 

Тоді * *f X ,    *
*Re f z f z , z X , і *

* 1f f   (див., 

наприклад, [24, с. 209] ). Внаслідок цього та (18) отримуємо, що 

     * * * * * * * *
0 0 0 * 0 0Re .f x x f x x x x f x x f x x          

Звідси випливає, що  * * *
0 0 .f x x x x    Отже, *

0

* *
x xf B  . 

Оскільки x A , то    *
*Re 0f x f x  , що суперечить (17). 

Одержана суперечність доводить, що має місце співвідношення 

(12). Згідно з теоремою 1.3.4 [5, с. 19] тоді  *,x Q x . Тому 

 *,A Q x  . З урахуванням цього, (9), (11) робимо висновок, що 

мають місце рівності (10) та (8). 
Твердження доведено. 

Основні результати.  

Теорема 1. Нехай *g D ,  

             * * *: , : , .F g s s S g s b s s s S g s u s r s        

Має місце рівність  

 
   
       

*

* *

, : , , 0,

int , .

D g g g C S X

g s g s b s s F g





    

  
 (19) 

Доведення. Позначимо через  

          * *: , , 0, int , .B g g C S X g s g s b s s F g         (20) 

Нехай  *,g D g . Оскільки D  є опуклою множиною просто-

ру  ,C S X  (див. твердження 1), *g D , int D   , то згідно з тео-

ремою 1.3.4 [5, с. 19] існує число 0   таке, що * intg g D  .  

Згідно з твердженням 5 тоді      * intg s g s b s  , s S , в 

тому числі      * intg s g s b s  ,  *s F g . Отже, g B . Тому  

  *,D g B  . (21) 

Нехай тепер g B , тобто існує число 0   таке, що  

        * *int ,g s g s b s s F g   . (22) 
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Для  *\s S F g  маємо, що    * intg s b s . Звідси випливає, 

що існує додатне число 0s   таке, що      * int ,sg s g s b s   

 *\s S F g . Якщо покласти s   для  *s F g , то з урахуван-

ням (22) матимемо, що      * int ,sg s g s b s   s S , де 0s  .  

Відповідно до твердження 4 робимо висновок, що існує окіл 

 V s  точки s  такий, що      * intsg s g s b s    ,  s V s . Оскі-

льки    *g s b s  , s S , то  

              * * *1 ints sg s g s g s g s g s b s               

для всіх  0,1   (див., наприклад, [5, с. 18]). 

Звідси випливає, що      * intg s g s b s    , 0, s   ,  s V s . 

Оскільки S  — компакт і  
s s

V s S


 , то існують точки 1,..., ks s  із S  

такі, що  
1

k

i
i

V s S


 . Покладемо 
1
min

is
i k

 
 

 . Тоді для будь-якого 

s S  існує  1,...,i k , що  is V s . Тому      * int ,g s g s b s   

оскільки співвідношення      * intg s g s b s   має місце для всіх 

 is V s , 0,
is     та 0,

is    . Згідно з твердженням 5 

* intg g D  . Згідно з теоремою 1.3.4 [5, с.19]  *,g D g . Тому  

  *,B D g  . (23) 

З (20), (21), (23) випливає справедливість рівності (19). 
Теорему доведено. 

Теорема 2. Нехай *g D . Має місце рівність  

             *
* * *, : , , e 0, , .g s u sD g g g C S X R f g s f B s F g       (24) 

Доведення. Позначимо через A  праву частину рівності (24). 
Нехай *( , )g D g . З урахуванням рівності (19) робимо висновок, 

що існує число 0  , для якого      * *int , ( )g s g s b s s F g   . 

Згідно з теоремою 1.3.4 [5, с. 19]       *,g s b s g s ,  *s F g . 

Внаслідок твердження 6 тоді   e 0R f g s   для всіх    *
*
g s u sf B  , 

*( )s F g . Тому g A  і, отже,  
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  *,D g A  . (25) 

Нехай тепер g A . Згідно з твердженням 6       *,g s b s g s , 

 *s F g . Відповідно до теореми 1.3.4 [5, с. 19] тоді для кожного 

 *s F g  існує число 0s   таке, що      * int ,sg s g s b s   

 *s F g . При доведенні теореми 1 встановлено, що в цьому випад-

ку  *,g D g . Тому 

  *,A D g  . (26) 

З (25) та (26) випливає справедливість рівності (24). 
Теорему доведено. 

У подальших міркуваннях будемо використовувати наступні 
поняття та позначення. 

Нехай   задана на лінійному (дійсному або комплексному) 

просторі Y  опукла функція. Через  / ,x y  будемо позначати похід-

ну функції   в точці x Y  за напрямком y . 

Елемент *
RX   називається субградієнтом дійснозначної фун-

кції p , заданої на X , в точці 0x X , якщо  

     0 0p x p x x x   , x X  

(див., наприклад, [7, с. 57]). 
Множину субградієнтів функції p  в точці 0x X  називають 

субдиференціалом цієї функції в точці 0x  і позначають  0p x  (див., 

наприклад, [7, с. 58]). 
Якщо p  є опуклою неперервною на X  функцією, то для 

0x X   0p x  є непорожньою опуклою слабко* компактною мно-

жиною простору *
RX  (див., наприклад, [5, с. 327]). 

Для 0x X  введемо позначення 

    *
0 0: ,ReC p x f f X f p x    . 

Очевидно (див., наприклад, [24, с. 269]), що 

          0 0: ,C p x f f x x i ix p x       . 

Функцію  
 

  max maxa s
s S y a s

g p y g s
 

   ,  ,g C S X , назвемо 

цільовою функцією задачі відшукання величини (2). 
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Для  * ,g C S X  покладемо: 

   
    

    * * * *: , max max max ,a s s a
y a s s S y a s

S g s s S p y g s p y g s g
  

 
       
 

 

а для  *
as S g  покладемо 

        
    * * * *, : , maxs s a

y a s
a s g y y a s p y g s p y g s g



 
       
 

. 

Теорема 3. Для того щоб елемент *g V D   був екстремаль-
ним елементом для величини (2), необхідно, щоб не існувало такого 

елемента  * *,z V g , що   e 0R f z s   для всіх  *
as S g , 

 *,y a s g ,   *
C sf p y g s   та   e 0R f z s    для всіх 

 *s F g ,    *
*
g s u sf B   . 

Доведення. Нехай *g  — екстремальний елемент для величини 

(2). Тоді *g  є екстремальним елементом для такої задачі оптимізації 

   
,

inf infa a
g V D g D

g V

g g
  



   . 

Нехай         * *: , ,a a aC g g g C S X g g     . 

Якщо  *
aC g   , то для всіх  ,g C S X     *

a ag g   . 

Тому для всіх  ,z C S X   / * , 0a g z  . Згідно з теоремою 2 [6] для 

будь-якого  ,z C S X , у тому числі і для будь-якого  * *,z V g , 

існують елементи  *
z as S g ,  *,z zy a s g ,   *

zz C s z zf p y g s   

такі, що     / * , Re 0a z zg z f z s    . Звідки випливає, що 

  Re 0z zf z s  . 

У цьому випадку теорему доведено.  

Припустимо тепер, що  *
aC g   . Згідно з теоремою 1.4.1 [5, 

с. 22] має місце співвідношення 

       * * * * *, , ,aC g g D g V g      . (27) 

Оскільки функція  a g ,  ,g C S X , є опуклою та неперервною 

на  ,C S X (див. наслідок 1 [25]), то (див. твердження 6.9.1 [5, с. 352]) 
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        * * / *, : , , , 0a aC g g z z C S X g z     . (28) 

Із співвідношень (27) випливає, що для кожного  * *,z V g  маємо, 

що   * *,az C g g  або  *,z D g . Якщо   * *,az C g g , то 

 / *, 0a g z  . В цьому випадку, як зазначалось вище, існують  *
z as S g , 

 *,z zy a s g ,   *
zz C s z zf p y g s   такі, що   Re 0z zf z s  . 

Якщо ж  *,z D g , то відповідно до теореми 2 існують 

 *
zs F g  ,    *

*

z z
z g s u sf B     такі, що   e 0z zR f z s   . 

Теорему доведено. 
Теорему 3 можна сформулювати у таких еквівалентних формах. 

Теорема 4. Для того щоб елемент *g V D   був екстремаль-
ним елементом для величини (2), необхідно, щоб для будь-якого 

 * *,z V g  існували елементи  *
z as S g ,  *,z zy a s g , zf   

  *
zC s z zp y g s   такі, що   Re 0z zf z s  , або існували елемен-

ти  *
zs F g  ,    *

*

z z
z g s u sf B     такі, що   e 0z zR f z s   . 

Теорема 5. Для того щоб елемент *g V D   був екстремаль-
ним елементом для величини (2), необхідно, щоб для будь-якого 

 * *,z V g  існували елементи zs S ,  z zy a s , zf   

  *
zC s z zp y g s   такі, що 

 
    

     * * *max max max
z z

z

s s z s z z
s S y a s y a s

p y g s p y g s p y g s
  

     , 

  Re 0z zf z s  , 

або існували елементи zs S  , *
zf B   такі, що 

     * ,z z zg s u s r s            * *
z z z z zf g s u s g s u s       , 

  e 0z zR f z s   . 

Далі будемо користуватися поняттями *  — множини (див., на-
приклад, [14, с. 1616]) та   — множини (див., наприклад, [15, с. 20]). 

Теорема 6. Нехай *g V D   і V  є *  — множиною відносно 
*g V  (зірковою відносно *g V  або опуклою множиною). Для 
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того щоб елемент *g V D   був екстремальним елементом для ве-

личини (2), необхідно, щоб для будь-якого елемента g V  існували 

елементи gs S ,  g gy a s ,   *
gg C s g gf p y g s   такі, що 

 
    

     * * *max max max
g g

g

s s g s g g
s S y a s y a s

p y g s p y g s p y g s
  

     , (29) 

     *Re 0g g gf g s g s  , (30) 

або існували елементи gs S  , *
gf B   такі, що 

     * ,g g gg s u s r s            * *
g g g g gf g s u s g s u s       , (31) 

     *Re 0g g gf g s g s    . (32) 

Справедливість теореми випливає з теореми 5, якщо врахувати, 

що для будь-якого g V  елемент  * * *,g g V g  , оскільки за 

умовою V  є *  — множиною відносно *g . 

Теорема 7. Для того щоб елемент *g V D   був екстремаль-

ним елементом для величини (2), достатньо, щоб для кожного еле-

мента g V D   існували елементи gs S ,  g gy a s , 

  *
gg C s g gf p y g s  , для яких виконуються умови (29), (30). 

Доведення. Нехай для кожного елемента g V D   існують 

елементи gs S ,  g gy a s ,   *
gg C s g gf p y g s  , для яких 

виконуються умови (29), (30). Тоді для кожного g V D   маємо, що 

          * *0 Re
g gg g g s g g s g gf g s g s p y g s p y g s        

 
    

  

 
  

 
  

*

*

max max max

max max max max .

g
g

s g s
s S y a sy a s

s s
s S y a s s S y a s

p y g s p y g s

p y g s p y g s

 

   

    

   
 

Отже, для кожного g V D    

 
  

 
  *max max max max .s s

s S y a s s S y a s
p y g s p y g s

   
    

Це й означає, що *g  є екстремальним елементом для величини (2). 

Теорему доведено. 
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Теорема 8. Нехай V  є   — множиною відносно кожного свого 
елемента, зокрема опуклою множиною. Для того щоб елемент 

*g V D   був екстремальним елементом для величини (2) в цьому 

випадку, необхідно і достатньо, щоб для кожного елемента g V  

існували елементи gs S ,  g gy a s ,   *
gg C s g gf p y g s  , для 

яких виконуються умови (29), (30), або існували елементи gs S  , 

*
gf B  , для яких виконуються умови (31), (32). 

Доведення. Необхідність випливає з теореми 6, оскільки   — 

множина відносно *g  є *  — множиною відносно *g . 

Достатність. Припустимо, що умови теореми виконуються, але 
*g  не є екстремальним елементом для величини (2). Тоді знайдеться 

такий елемент g V D  , що  

 
  

 
  *max max max maxs s

s S y a s s S y a s
p y g s p y g s

   
   . 

Це означає, що 
*g

ag C . Згідно з припущенням існує елемент 

0g V  для якого    0 intg s b s , s S . Відповідно до твердження 5 

0 intg D . Оскільки D  є опуклою множиною, то елемент 

 0 intg g g g D    


 для всіх  0,1   (див, наприклад, [5, 

с. 18]). З урахуванням того, що V  є   — множиною відносно g , а 
*g

aC  є відкритою множиною, робимо висновок, що існує таке 

 0,1  , що для g g  будемо мати g V , intg D , 
*g

ag C . 

Оскільки 
*g

aC  та D  є опуклими множинами, то *g g   

   * * *, ,g
aC g D g  (див, наприклад, [5, с. 19]). Згідно (28), тео-

реми 2 [6], твердження 6.4.7 [5, с. 328] та теореми 2 тоді 

   
      

* *

* *

,
max max ,

a

s
s S g y a s g

p y g s g s g s
 

     

      
      

* * *

* * *

,
max max max Re , 0

a C ss S g y a s g f p y g s
f g s g s g g g

   
       

та     *Re 0f g s g s   для всіх  *s F g , *f B  таких, що 

        * *f g s u s g s u s   , що суперечить умовам теореми. 
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Отримана суперечність доводить, що *g  є екстремальним еле-

ментом для величини (2). 
Теорему доведено. 

Наслідок. Нехай V  — підпростір простору  ,C S X . Для того 

щоб елемент *g V D   був екстремальним елементом для величи-

ни (2), необхідно і достатньо, щоб для кожного елемента g V  існу-

вали елементи gs S ,  g gy a s ,   *
gg C s g gf p y g s  , для 

яких виконуються умови 

 
    

     * * *max max max
g g

g

s s g s g g
s S y a s y a s

p y g s p y g s p y g s
  

     , 

  Re 0g gf g s  , 

або існували елементи gs S  , *
gf B   такі, що 

     * ,g g gg s u s r s            * *
g g g g gf g s u s g s u s       ,  

  Re 0g gf g s   . 

Справедливість наслідку випливає з теореми 8. 

Висновки. Для задачі найкращої у розумінні сім’ї опуклих функцій 
рівномірної апроксимації півнеперервного зверху компактнозначного 
відображення множиною неперервних однозначних відображень з дода-
тковим обмеженням, що задається системою замкнених куль з центрами 
та радіусами, які неперервно змінюються, встановлено необхідні, достат-
ні умови і критерії екстремальності елемента. 
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The necessary and sufficient conditions and criteria of the extremal 
element for the problem of the best at sense of the family convex functions 
uniform approximation of upper semicontinuous compact-valued maps by 
set of single-valued maps with the additional restriction which is defined 
by set of closed balls are proved. 

Key words: the upper semicontinuous compact-valued maps, the best 
at sense of the family convex functions uniform approximation, conditions 
of the extremal element, the additional restriction. 
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