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ГІПЕРБОЛІЧНА КРАЙОВА ЗАДАЧА МАТЕМАТИЧНОЇ  
ФІЗИКИ В КУСКОВО-ОДНОРІДНОМУ ЦИЛІНДРИЧНОМУ  

ШАРІ З ПОРОЖНИНОЮ 

Методом інтегральних і гібридних інтегральних перетворень 
у поєднанні з методом головних розв’язків (матриць впливу та 
матриць Гріна) вперше побудовано точний аналітичний розв’язок 
гіперболічної крайової задачі математичної фізики в кусково-
однорідному циліндричному шарі з порожниною. 

Ключові слова: гіперболічне рівняння, початкові та кра-
йові умови, умови спряження, інтегральні перетворення, головні 
розв’язки.  

Вступ. Теорія крайових задач для диференціальних рівнянь з ча-
стинними похідними – важливий розділ сучасної теорії диференціа-
льних рівнянь, який в теперішній час інтенсивно розвивається. Її ак-
туальність обумовлена як значимістю її результатів для розвитку ба-
гатьох розділів математики, так і численними застосуваннями її дося-
гнень при дослідженні різноманітних математичних моделей різних 
процесів і явищ фізики, механіки, хімії, біології, медицини, економі-
ки, техніки та сучасних технологій. 

Добре відомо, що складність досліджуваних крайових задач суттє-
во залежить від коефіцієнтів рівнянь (різні види виродженостей і особ-
ливостей) та геометрії області (гладкість межі, наявність кутових точок, 
тощо), в якій розглядається задача. На цей час досить детально вивчено 
властивості розв’язків крайових задач для лінійних, квазілінійних та пе-
вних класів нелінійних рівнянь в однозв’язних областях (однорідних 
середовищах), які обумовлені згаданими вище властивостями коефіцієн-
тів рівнянь і геометрії області, та побудовано функціональні простори 
коректності задач за Адамаром для тих чи інших областей [1–5]. 

Водночас багато важливих прикладних задач теплофізики, тер-
момеханіки, теорії пружності, теорії електричних кіл, теорії коливань 
приводять до крайових задач для диференціальних рівнянь з частин-
ними похідними не тільки в однорідних середовищах, коли коефіціє-
нти рівнянь є неперервними, але й в неоднорідних та кусково-
однорідних середовищах, коли коефіцієнти рівняння є кусково-
неперервними чи, зокрема, кусково-сталими [6–9]. 

Окрім методу відокремлення змінних [10] одним з важливих і ефе-
ктивних методів вивчення лінійних крайових задач для диференціальних 
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рівнянь з частинними похідними є метод інтегральних перетворень, який 
дає можливість будувати в аналітичному вигляді розв’язки тих чи інших 
крайових задач через їх інтегральне зображення. Варто також зауважити, 
що для досить широкого класу задач (в кусково-однорідних середови-
щах) ефективним виявився метод гібридних інтегральних перетворень, 
які породженні диференціальними операторами, коли на кожній компо-
ненті зв’язності кусково-однорідного середовища розглядаються або ж 
різні диференціальні оператори, або ж диференціальні оператори того ж 
самого вигляду, але з різними наборами коефіцієнтів [11–18]. 

Гіперболічні крайові задачі математичної фізики в необмежених 
(двоскладових і тришарових) та напівобмежених кусково-однорідних 
циліндричних областях розглянуто у працях автора [19–21]. 

У цій статті ми пропонуємо точний аналітичний розв’язок гіпер-
болічної крайової задачі математичної фізики для кусково-однорід-
ного циліндричного шару. 

Постановка задачі. Розглянемо задачу побудови обмеженого на 
множині 
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Основна частина. Припустимо, що розв’язок задачі (1)–(5) іс-
нує і задані й шукані функції задовольняють умови застосовності 
залучених нижче інтегральних перетворень [23; 24; 11]. 

До задачі (1)–(5) застосуємо скінченне інтегральне перетворення 
Фур’є щодо кутової змінної   [24]: 
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з початковими умовами 
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До задачі (9)–(13) застосуємо інтегральне перетворення Вебера 
щодо радіальної змінної r  [23]: 
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   ,v vJ x N x  — циліндричні функції дійсного аргумента 2-го роду 

v -го порядку. 
Інтегральний оператор ,0mH  за правилом (14) внаслідок тотож-

ності (16) крайовій задачі (9)–(13) ставить у відповідність задачу по-

будови обмеженого на множині   , ; 0; nD t z t z K      розв’язку 

диференціальних рівнянь 
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щодо змінної z  [11]: 
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    
 

   
 



 
 (23) 

У формулах (21)–(23) беруть участь величини і функції: 
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


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1
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       01 02
01 11 1 0 02 11 1 0; ;s s s sv q l v q l      

         22 1211 21, ;kp kpk km km
pm x y v x v y v x v y    

         1,2 1, 1,1 1,1 2, , ;p p
pm s p s pj p p s p p s ps p p j pm mq l q l q l q l             

s  — корені трансцендентного рівняння 

         1,2 1,1
1 1 1 222 22 0,n n

n n n n nv q l v q l     
      

які утворюють дискретний спектр. 
Запишемо систему диференціальних рівнянь (17) та початкові 

умови (18) у матричній формі 
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,
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 (24) 
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 
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t
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 

 

    

                                        

  
  

  

.








 (25) 

Інтегральний оператор ,snF , який діє за формулою (21), зобра-

зимо у вигляді операторної матриці-рядка 

       
1 2

0 1

1 1 2 2 1 1, , ,
n

l l l

sn s s n s n
l l l

F V z dz V z dz V z dz      

 
 
  
        (26) 

і застосуємо за правилом множення матриць до задачі (24), (25). Вна-
слідок тотожності (23) одержуємо задачу Коші для звичайного дифе-
ренціального рівняння 2-го порядку 

   

         
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  

 


  

 
        

 

 

  

 

 (27) 

    
1 1 1 1

1 2

1 1 1 10 0

, ,
n n n n

jms ims ims jms
j j j jt t

d
u g u g

dt
 

   

    

         (28) 

де 

     
1

, , , , ; 1, 1,
j

i

l

jms jk j s i
l

u t u t z V z dz j n   


     

     
1

, , , , ; 1, 1
j

j

l

jms jm j s j
l

F t F t z V z dz j n   


     

і аналогічно    1 2
1, ; .jms jms ng g l l      

Припустимо, не зменшуючи загальності, що  2 2 2

1 1
max rj j

j n
a  

  
   

2 2 2
1 1ra     і покладемо всюди    2 2 2 2 2 2 2

1 1 .j r rj jk a a        Зада-

ча Коші (27), (28) набуває вигляду 
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 (29) 
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 
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 
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де  
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Безпосередньо перевіряється, що єдиним розв’язком неоднорід-
ної задачі Коші (29), (30) є функція 
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

 

 (31) 

Оскільки суперпозиція операторів snF  та 1
snF   є одиничним опе-

ратором, то оператор 1
snF   зобразимо у вигляді операторної матриці-

стовпця 
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 
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 (32) 

Застосуємо за правилом множення матриць операторну матри-

цю-стовпець (32) до матриці-елемента  , ,msu t     де функція 

 ,msu t   визначена формулою (31). Одержуємо єдиний розв’язок 

початково-крайової задачі спряження (17)–(20): 
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Застосувавши послідовно до функцій  , ,jmu t z , визначених фо-

рмулами (33), обернені оператори 1
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які визначають єдиний розв’язок гіперболічної крайової задачі (1)–(5). 
У формулах (34) застосовано компоненти 
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радіальної матриці Гріна розглянутої задачі, де 
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З використанням властивостей функцій впливу  , , , , ,jkE t r z    і 

функцій Гріна  0 , , , , ,jW t r z    , , , , ,l
jW t r z    , , , ,jkW t r z   безпо-

середньо перевіряється, що функції  , , , ,ju t r z  визначені формулами 

(34), задовольняють рівняння (1), початкові умови (2), крайові умови (3), 
(5) та умови спряження (4) в сенсі теорії узагальнених функцій [25].  

Єдиність розв’язку (34) випливає із його структури та єдиності 
головних розв’язків задачі (функцій впливу та функій Гріна). 

Можна довести [26], що при певних обмеженнях на вихідні дані 
задачі (1)–(5), узагальнений розв’язок (34) буде також її обмеженим 
класичним розв’язком. 

Зауваження 1. У випадку 0rj zj ja a a    формули (34) визна-

чають структуру розв’язку гіперболічної крайової задачі (1)-(5) в ізо-
тропному кусково-однорідному циліндричному шарі з порожниною. 

Зауваження 2. Параметри 0 0 1 1
11 11 22 22, ; ,n n      дозволяють виді-

ляти із формул (34) розв’язки крайових задач у випадках задання на 
поверхнях 0 ,z l z l   крайових умов 1-го, 2-го й 3-го роду та їх мо-
жливих комбінацій (1-1, 1-2, 1-3, 2-1, 2-2, 2-3, 3-1, 3-2, 3-3). 

Зауваження 3. Параметр h  дозволяє виділяти із формул (34) 
розв’язки крайових задач у випадках задання на радіальній поверхні 

0r R  крайової умови 1-го роду  h   та 2-го роду  0 .h   

Зауваження 4. Аналіз розв’язку (34) в залежності від аналітич-

ного виразу функцій      1 2, , , , , , , , , ,j j jf t r z g r z g r z     0 , , ,g t r   

 , , ,lg t r    , ,j t z   проводиться безпосередньо. 

Зауваження 5. У випадку 2 0j   рівняння (1) є класичним три-

вимірним неоднорідним хвильовим рівнянням (рівнянням коливань) 
для ортотропного середовища у циліндричній системі координат. 

Зауваження 6. У випадку 11 0,k   11 1;k   12 0,k   12 1;k   

21 1 ,k kE   21 22 2 220; , 0,k k k kE      де 1 2,k kE E  — модулі Юнга, 
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1,k n , умови спряження (5) збігаються з класичними умовами ідеа-
льного механічного контакту. 

Таким чином, у зазначених випадках, розглянута гіперболічна крайо-
ва задача математичної фізики (1)–(5) є математичною моделлю коливних 
процесів у кусково-однорідному циліндричному шарі з порожниною. 

Висновки. Методом інтегральних і гібридних інтегральних перет-
ворень у поєднанні з методом головних розв’язків (матриць впливу та 
матриць Гріна) вперше побудовано інтегральне зображення точного 
аналітичного розв’язку гіперболічної крайової задачі математичної фізи-
ки в кусково-однорідному циліндричному шарі з порожниною. Одержа-
ний розв’язок носить алгоритмічний характер, неперервно залежить від 
параметрів і даних задачі й може бути використаний як в подальших 
теоретичних дослідженнях, так і в практиці інженерних розрахунків реа-
льних процесів, які моделюються гіперболічними крайовими задачами 
математичної фізики кусково-однорідних середовищ.  
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The method of integrated and hybrid integral transformations in 
combination with the method of main solutions (matrices influence and 
matrix Green) was first built in the exact analytical solution of hyperbolic 
boundary value problem of mathematical physics in piecewise homogene-
ous cylindrical layer with cavity. 
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