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СИСТЕМА ІНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ РІККАТІ 
ІЗ ЧАСТИННИМИ ПОХІДНИМИ В ЗАДАЧІ ОПТИМАЛЬНОГО 

КЕРУВАННЯ ПРОЦЕСОМ КОЛИВАНЬ СТРУНИ 

У статті розглядається лінійно-квадратична задача оптима-
льного керування процесом коливань струни. Для цієї задачі з 
допомогою методу множників Лагранжа отримані необхідні 
умови оптимальності. З цих умов виведена система інтегро-
диференціальних рівнянь Ріккаті. Розв’язок отриманої системи 
поданий в явній формі.  

Ключові слова: лінійно-квадратична задача оптималь-
ного керування, метод множників Лагранжа, необхідні умо-
ви оптимальності, система інтегро-диференціальних рів-
нянь Ріккаті. 

Вступ. Лінійно-квадратична задача справедливо посідає одне із 
центральних місць в теорії оптимального керування. Для керованих 
систем із зосередженими параметрами ця задача досліджена досить 
повно [1; 2], чого не можна стверджувати про аналогічну задачу для 
систем із розподіленими параметрами. В деяких досить відомих мо-
нографіях вона зовсім не розглядається [3; 4]. В інших роботах для її 
дослідження використані методи функціонального аналізу [5], що 
обумовлює досить високий рівень абстракції. На противагу такому 
підходу до дослідження лінійно-квадратичної задачі в цій статті для її 
детального вивчення пропонуються сучасні методи математичної 
фізики та варіаційного числення.  

Постановка задачі. Розглядається задача мінімізації функ-
ціонала 
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де 0 ,x l   0 1t t t  , дійсні числа a , 0 0,t   1 0t t , 0l   та функції 

   2 0, ,f x L l     2 0,g x L l  задані. Позначимо через   множи-

ну     0 1, : , , 0, .t x t t t x l       Функція    2,u t x L   називаєть-

ся допустимим керуванням. Для фіксованого допустимого керування 

 ,u t x під розв’язком  ,z t x  задачі (2)–(4) розуміваємо узагальнений 

розв’язок    1,0
2,z t x W  . Допустиме керування ( , )u t x , на якому 

реалізується мінімум функціонала (1), називається оптимальним ке-
руванням.  

Необхідні умови оптимальності. Використовуючи метод мно-
жників Лагранжа [6, с. 31], приходимо до такого твердження. 

Теорема 1. Для знаходження оптимального керування в сфор-
мульованій вище задачі оптимізації (1)–(3) маємо наступну систему 
співвідношень 
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де функція  ,p t x  — множник Лагранжа. 

Виведення системи інтегро-диференціальних рівнянь Рікка-
ті. Якщо врахувати рівність ( , ) ( , )u t x p t x   та виконати заміни 
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, то замість системи (5) отримаємо 

наступну систему 
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Припущення про існування залежностей  
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та врахування співвідношень (6) приводить до такого висновку. 

Теорема 2. Функції ( , , ), i 1, 2, j 1, 2,ijR t x s   є розв’язком неліній-

ної системи інтегро-диференнціальних рівнянь з частинними похідними 
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де  x  — дельта-функція Дірака, і задовольняють наступним дода-

тковим умовам 
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[7, c. 272] , то цілком виправданими є наступні представлення 
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де ( ), 1, 2, 1,2,nijr t i j   — невідомі функції. В результаті легко отри-

маємо таке твердження. 

Теорема 3. Для знаходження функцій ( ), 1,2, 1,2,nijr t i j   має-

мо наступну систему звичайних диференціальних рівнянь 
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При цьому виконуються такі додаткові умови  
 11 1( ) 1,nr t   12 1( ) 0,nr t   21 1( ) 0,nr t   22 1( ) 1, 1,2,...nr t n   (11) 

Зауваження. Порівняння другого і третього рівнянь системи 
(10) та відповідних умов (11) показує на існування залежності 

12 21( ) ( )n nr t r t .  
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Представляючи невідомі функції  , ,y t x   , ,z t x   , ,q t x  
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та беручи до уваги рівність ( ) ( )n nu t p t  , замість системи співвід-
ношень (6) отримаємо наступну нескінчену систему рівнянь 
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з додатковими умовами 

0 0

1 1 1 1

( ) , ( ) ,

( ) ( ), ( ) ( ),
n n n n

n n n n

z t f y t g

q t z t p t y t

 
  

 

де  

   
0

2
, sin

l

n
nx

y t y t x dx
l l


  ,    

0

2
, sin

l

n
nx

z t z t x dx
l l


  ,  

   
0

2
, sin

l

n
nx

q t q t x dx
l l


  ,    

0

2
, sin

l

n
nx

p t p t x dx
l l


  ,  

   
0

2
, sin

l

n
nx

u t u t x dx
l l


  ,  

0

2
sin

l

n
nx

f f x dx
l l


  ,  

 
0

2
sin

l

n
nx

g g x dx
l l


  . 

Системі рівнянь (12) можна поставити у відповідність матри-
цюAn четвертого порядку  
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14 ( ) sinh( )sin( ),n n ns t t t    

24 ( ) cosh( )sin( ) sinh( )cos( ),n n n n n n ns t t t t t        

34 ( ) sinh( )cos( ) cosh( )sin( ),n n n n n n ns t t t t t         

44 ( ) cosh( ) cos( )n n ns t t t  . 

Зауваження. Елементи матриці S ( )n t знайдені з допомогою па-
кету прикладних програм Mathematica 5.2 [8, с. 266]. Якщо ввести 
позначення 
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s t s t
F t

s t s t

 
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 

, 

то можна записати наступні рівності 

 1 11 1 12 1

1 21 1 22 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
n n n n n

n n n n n

x t F t t x t F t t t

t F t t x t F t t t


 

   

   
 (13) 

Із співвідношень 1 1( ) ( ),n nq t z t 1 1( ) ( ), 1, 2,...n np t y t n  , випли-

ває, що 1 1( ) ( ), 1,2,...n nt x t n   Тому на підставі (13) маємо 

 1
12 1 22 1 21 1 11 1( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ( ).n n n n n nt F t t F t t F t t F t t x t         (14) 

Беручи до уваги рівності  

11 12( ) ( ) ( ) ( ) ( ),n n n n nq t r t z t r t y t   21 22( ) ( ) ( ) ( ) ( ),n n n n np t r t z t r t y t   

отримаємо таке співвідношення ( ) ( ) ( )n n nt R t x t  , де матриця ( )nR t  
має вигляд 

11 12

21 22

( ) ( )
( )

( ) ( )
n n

n
n n

r t r t
R t

r t r t

 
  
 

. 

Порівняння рівності (14) і співвідношення ( ) ( ) ( )n n nt R t x t   до-
зволяє сформулювати наступне твердження. 

Теорема 5. Матриця ( )nR t має вигляд 
1

12 1 22 1 21 1 11 1( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )].n n n n nR t F t t F t t F t t F t t        

Для оптимального керування ( )nu t справедливе співвідношення  

21 22( ) ( ) ( ) ( ) ( ).n n n n nu t r t z t r t y t    

Висновки. У статті отримана система інтегро-диференціальних рі-
внянь Ріккаті з частинними похідними для лінійно-квадратичної задачі 
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оптимального керування процесом коливань однорідної струни. 
Розв’язок цієї системи поданий в явній формі. Такий підхід дав змогу 
виписати формулу для обчислення оптимального керування. Перспектив-
ними для подальшого дослідження є вивчення поведінки матриці 
R ( )n t при 1t  та узагальнення отриманих в роботі результатів на 

випадок диференціальних рівнянь із дробовими похідними [9; 10]. 
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tem of integro-differential Riccati equations is derived from this conditions. 
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Key words: linear-quadratic optimal control problem, Lagrange mul-
tiplier method, necessary optimality conditions, system of integro-differen-
tial Riccati equations. 

Отримано: 17.06.2014 
 
 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (Coated FOGRA27 \050ISO 12647-2:2004\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo false
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
    /Arial-Black
    /Arial-BlackItalic
    /Arial-BoldItalicMT
    /Arial-BoldMT
    /Arial-ItalicMT
    /ArialMT
    /ArialNarrow
    /ArialNarrow-Bold
    /ArialNarrow-BoldItalic
    /ArialNarrow-Italic
    /ArialUnicodeMS
    /CenturyGothic
    /CenturyGothic-Bold
    /CenturyGothic-BoldItalic
    /CenturyGothic-Italic
    /CourierNewPS-BoldItalicMT
    /CourierNewPS-BoldMT
    /CourierNewPS-ItalicMT
    /CourierNewPSMT
    /Georgia
    /Georgia-Bold
    /Georgia-BoldItalic
    /Georgia-Italic
    /Impact
    /LucidaConsole
    /Tahoma
    /Tahoma-Bold
    /TimesNewRomanMT-ExtraBold
    /TimesNewRomanPS-BoldItalicMT
    /TimesNewRomanPS-BoldMT
    /TimesNewRomanPS-ItalicMT
    /TimesNewRomanPSMT
    /Trebuchet-BoldItalic
    /TrebuchetMS
    /TrebuchetMS-Bold
    /TrebuchetMS-Italic
    /Verdana
    /Verdana-Bold
    /Verdana-BoldItalic
    /Verdana-Italic
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects true
  /CheckCompliance [
    /PDFX1a:2001
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents suitable for reliable viewing and printing of business documents.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>
    /HEB <>
    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata pogodnih za pouzdani prikaz i ispis poslovnih dokumenata koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 5.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /ConvertColors /ConvertToRGB
      /DestinationProfileName (sRGB IEC61966-2.1)
      /DestinationProfileSelector /UseName
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements true
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MarksOffset 6
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /UseDocumentProfile
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [419.528 595.276]
>> setpagedevice




