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ЛІНЕАРИЗАЦІЯ СИСТЕМ НЕЛІНІЙНИХ  
РІВНЯНЬ КОНВЕКЦІЇ-ДИФУЗІЇ ЗА ДОПОМОГОЮ 

НЕЛОКАЛЬНИХ ПЕРЕТВОРЕНЬ 

У роботі розв'язана задача застосування нелокальних пере-
творень еквівалентності для лінеаризації та знаходження нело-
кальних анзаців нелінійної системи рівнянь конвекції-дифузії. 

Ключові слова: система рівнянь конвекці-дифузії, лінеа-
ризація, нелокальні перетворення еквівалентності, нелокальні 
анзаци, нелокальна редукція. 

Вступ. У роботах [11, 8] наведені нелокальні перетворення, які 

нелінійне рівняння дифузії 2( )t xu u u   зводять до лінійного 

t xxz z . У роботі [9] ці перетворення узагальнені і показано, що за 
допомогою даних перетворень нелінійне рівняння дифузії 
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 [ ( ) ],t x xu f u u   (1) 

де ( , )u u t x , t
u

u
t





, x
u

u
x





, x x


 


, ( )f u  — довільна гладка 

функція, зводиться до рівняння того ж класу. 
У роботі [6] дані перетворення використані для побудови нело-

кальних анзаців, які редукують рівняння (1) до звичайних диференці-
альних рівнянь, лінеаризації рівняння (1), побудови нелокальних фо-
рмул розмноження його розв'язків.  

У роботах [3–4] поставлена та розв'язана задача узагальнення ре-
зультатів робіт [8, 6] на випадок системи нелінійних рівнянь дифузії:  
 = [ ( ) ],t x xU f U U  (2) 

де 
1

2
=

u
U

u

 
  
 

, 
11 12

21 22
( ) =

f f
f U

f f

 
  
 

, = ( , )a au u t x , = ( )ab abf f U  — 

довільні гладкі функції, , = 1,2a b . 
У роботах [12–13] нелокальні перетворення еквівалентності за-

стосовані для розширення класів розв'язків нелінійних рівнянь конве-
кції-дифузії вигляду  
 = [ ( ) ( )],t x xu f u u g u   (3) 

де ( )g u  — довільна гладка функція. 
У роботі [5] досліджено макcимальну алгебру інваріантності та 

знайдені деякі розв’язки системи рівнянь Ван-дер-Ваальса, яка нале-
жить до класу систем конвекції-дифузії. 

У роботі поставимо задачу застосувати нелокальні перетворення 
еквівалентності методом, запропонованим у роботах [3–4, 6], для лі-
неаризації та знаходження нелокальних анзаців системи рівнянь кон-
векції-дифузії:  
 = [ ( ) ( )],t x xU F U U G U   (4) 

де 
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1
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( ) =
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g
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 

, = ( , )a au u t x , 

= ( )ab abf f U , = ( )a ag g U  — довільні гладкі функції, , = 1,2a b .  
Нелокальні перетворення еквівалентності системи (4). Засто-

суємо до системи (4) нелокальну заміну вигляду  

 = , = , = ,a a
xt t x x u v  (5) 

де = ( , )a av v t x  — нові невідомі функції змінних ,t x . Підставивши (5) в 
(4) і проінтегрувавши одержану систему по змінній x, будемо мати:  
 = ( ) ( ),t x xx xV F V V G V  (6) 
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де 
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Якщо до системи (6) застосувати перетворення годографа  

 1 1 2 2
0 1= , = , = , = ,t x x w v x v w  (7) 

де 0 1,x x  — нові незалежні змінні, 0 1= ( , )a aw w x x  — нові залежні 
змінні, то дана система зведеться до вигляду 
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 (9) 

Продиференціювавши систему (8) за змінною 1x , та ввівши заміну  

 1 1 2 2
0 0 1 1 1 1, , , ,x x x x w z w z     (10) 

де 0 1= ( , )a az z x x  — нові залежні змінні, одержимо наступну систему  

 0 1 1[ ( ) ( )],Z Z Z Z     (11) 

де 
1

2

z
Z

z

 
   
 

, 
Z

Z
x






, 1
1

,
x


 


 

11 12

21 22
( )Z

 

 

 
    

 
,  

1

2
( )Z





 
    

 
, ( )ab ab Z  , ( )a a Z  , = 0,1 ,  

причому функції ( )abf Z  та ( )ag Z  пов'язані із функціями ( )ab Z  та 

( )a Z  наступними співвідношеннями  
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1 1 1

2 2 2 1
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де 
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Таким чином, ми встановили, що ланцюжок замін (5), (7), (10) 
зводить систему (4) до системи рівнянь того ж класу вигляду (11) і 
навпаки, — не важко переконатися, що система (11) за допомогою 
вказаних замін зводиться до системи (4). 

Лінеаризація системи (4). Якщо припустити, що система (4), лі-
нійна, тобто ( ) =F U  , ( ) =G U U  , де = ( ), = ( )ab ac    — сталі 

матриці, то, використавши формули (12), (13), одержимо систему:  

 

2
1 1 2 211 12 12
0 1 1 1 121 2 1

2 2 2 2
2 1 211 12 21 22 22 12
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[
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   
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   

 (14) 

яка за допомогою перетворень (5), (7), (10) зводиться до лінійної сис-
теми вигляду  
 = ,t xx xU U U   (15) 

і навпаки. 

Алгебра інваріантності системи (15).  

Лема. Перетворення вигляду  
 = ,U AW B  (16) 

де 
1

2

w
W

w

 
   
 

 — нові невідомі функції, 11 12

21 22

A
 
 
 

  
 

, 1

2

B


 

  
 

, — 

довільні сталі матриці, матриця А невироджена , ,ab a R   , є перет-

вореннями локальної еквівалентності системи (4). 

Зауваження 1. Наступні твердження про симетрійні властивості 
систем рівнянь конвекції-дифузії (14), (15) формулюватимемо з точ-
ністю до перетворень еквівалентності (16). 

Теорема 1. В залежності від вигляду матриць ,   максимальна 

алгебра інваріантності системи (15) з точністю до перетворень (16) 
задається наступними операторами: 
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22 2t x
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4 4t x ut tx x t t Q k x t t x t u    
 

               

при 
0
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
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 
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0
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
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; 

9) 8 0 1 22 2

1
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xA A G t x t t Q  
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    
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,
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Q
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    
 


  

при =
 
 

 
   

, 1 2

2 1

=
 
 

 
   

, причому функції a  є довільни-

ми розв’язками системи (15). 

Симетрійні властивості образу системи (15), (17). Образом си-
стеми  

 1 1

2 2

0 0
,

0 0t xx xU U U
 

 
   

    
   

 (18) 

внаслідок перетворень (5), (7), (10), є система нелінійних рівнянь 
конвекції-дифузії вигляду  

 

1 11
0 1 11 2

2 2
2 1 21 2 2
0 1 1 1 2 11 3 1 2 1

[ ],
( )

( )
[ ( ) ].

( ) ( )

z z
z

z z
z z z

z z z



  
 

 


    

 (19) 

Для того щоб порівняти ліївські симетрії системи (18), (19), дос-
лідимо максимальну алгебру інваріантності системи (19). Справедли-
ве наступне твердження. 

Теорема 2. Максимальною алгеброю інваріантності системи 
(19) є алгебра Лі з базисними генераторами 

 1 2 2
1 1 2

0 1 1 1, , = , ,z z zD x z z z        (20) 

Дана теорема доводиться стандартним методом Лі (див., напри-
клад, [1], [7], [10]). 

З теореми 2 випливає, що максимальна алгебра інваріантності 
системи (19) містить меншу кількість Ліївських операторів ніж мак-
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симальна алгебра інваріантності системи (18). Використаємо цей 
факт для знаходження додаткових (неліїівських) анзаців системи (19). 

5. Ліївські анзаци системи (18). Використаємо Ліївську симет-
рію системи (18) для побудови її інваріантних анзаців. 

Розв'язок системи (18) будемо шукати у вигляді  
= ( , ) ( ),U A t x    

де ( , ) = ( )abA t x  , 
1

2






 
   
 

, ( , )ab ab t x  , ( , )t x   — деякі гла-

дкі функції, ( )a   — нові невідомі функції, які знаходяться після 
розв'язування системи звичайних диференціальних рівнянь:  

 
1 2

0 1 1 2
.

dt dx du du
d

   
     (21) 

Максимальною алгеброю інваріантності системи (18) є алгебра 

1A . Координати інфінітезимального оператора скінченно-вимірного 
ядра цієї алгебри задаються формулами:  

0 2 1
1 2 4 1 3 2 5

1 2 11
1 1 2 1 1 1 3 1 6

1

2 2 21
2 2 2 2 2 2 3 2 7

2

2 ; ;

1
[ (( ) 2 ) ( ( ) ) ( ) ] ;

2 2

1
[ (( ) 2 ) ( ( ) ) ( ) ] ,

2 2

c t c t c c tx c t c x c

c
x t t c x t c x t c u

c
x t t c x t c x t c u

 

      


      


      

         

         

 

де ,1 7,c c  — групові параметри. Система (21) має вигляд:  

2

2
1 2 4

1 3 2 5

1 2 11
1 1 2 1 1 1 3 1 6

1

2 2 21
2 2 2 2 2 3 2 7

2

2 ,

,

1
[ (( ) 2 ) ( ( ) ) ( ) ] ,

2 2

1
[ (( ) 2 ) ( ( ) ) ( ) ] ,

2 2

t c t c t c

x c tx c t c x c

c
u x t t c x t c x t c u

c
u x t t c x t c x t c u

     


     


  
   

         

         








 (22) 

де 1 7, ,c c  — довільні числові параметри ( )a   — нові невідомі 
функції. Проінтегрувавши систему (22) методом, розглянутим напри-
клад, у роботах [2–3], наведемо вигляд нееквівалентних анзаців, які 
одержуються в результаті 
 1 21 1 2 2

3( ), ( ), ,k t k tu e u e k t x         (23) 

 

2
1

1

2 2
2

2

1 1( )
2 3 21 1 2

1
( )

2 3 22 2

1
( ), ,

2

( ),

k
t x kt t k

k
t x kt t k

u e kt x

u e








  

 

  

  

  



 (24) 
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1 1
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2 2

2 2 2

1( )
2 21 1 2
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( ), ,

( ),k

x t
k

x t

u t e t x

u t e

 
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 


  

 

  

 

 



 (25) 

 

2 2 1
1 1 1

1

2 2 1
2 2 2

1 1[ (2 ) ( 1) ]
41 2 14

1
1[ (2 ) ( 1) ]

42 2 22 4

1
2 2

( 1) ( ),

( 1) ( ),

( 1) ,

x t tx t k arctgt

x t tx t k arctgt

u e t

u e t

x t

 


 


 

 







     

     



 

 

 

 (26) 

де 1 4, , ,k k k  — сталі, які певним чином виражаються через сталі 

1 7, ,c c . 

Ліївські анзаци системи (19). Використаємо Ліївську симетрію 
системи (19) для побудови інваріантних анзаців цієї системи. 

Максимальною алгеброю інваріантності системи (19) є алгебра 
(20). Координати інфінітезимального оператора цієї алгебри задають-
ся формулами: 

0 1 1 1 2 1 2
1 3 1 2 3 4 5; ; ; ,c c x c c z c z c z           

де 1 5, ,c c  — групові параметри. Система (21) має вигляд:  

 1 1 2 1 2
0 1 1 3 1 2 3 4 5, , , .x c x c x c z c z z c z c z           (27) 

Не вдаючись у деталі інтегрування системи (27), наведемо ви-
гляд нееквівалентних анзаців, які одержуються в результаті 

 1 0 1 01 01 1 2 1 2
2 1( ), ( ) ( ), ;k x k x k xz e z k e x e           (28) 

 
1 0 1 0 0

1 0

1 1 2 1 21

1

1

( ), ( ) ( ),

;

k x k x mx

k x

k
z e z e e

k m

x e

     



  




 (29) 

 1 1 2 1 2
2 0 1 1 0( ), ( ) ( ), ;z z k x x k x            (30) 

 2 01 1 2 2
1 1 0( ), ( ), ,k xz z e x k x         (31) 

де 1 2, ,k k m  — сталі, які деяким чином виражаються через сталі 

1 5, ,c c . 

Нелокальні анзаци системи (19). У пункті 4 було показано, що лі-
нійна система (18), інваріантна відносно алгебри 2 (1;1)AG , під дією 

композиції нелокальних перетворень (5), (7), (10) переходить в систему 
(19), яка неінваріантна відносно операторів ,G  . Неінваріантність сис-
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теми (19) відносно алгебри 2 (1;1)AG  звужує множину інваріантних 

анзаців цієї системи порівняно із системою (18), за допомогою яких мо-
жна було б звести (19) до системи звичайних диференціальних рівнянь і 
в подальшому побудувати точні розв'язки цієї системи.  

Для відшукання неліївських анзаців системи (19) подіємо перет-
вореннями (5), (7), (10) на уже знайдені анзаци системи (18). Проілю-
струємо процес одержання неліївських анзаців на прикладі перетво-
рення анзацу (26), одержаного з умови інваріантності цієї системи 
відносно оператора 1 1 2 2= .tX k Q k Q      

Подіявши спочатку на (26) перетворенням (5), одержуємо:  
2

1
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2
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2 22
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(2 ) 122 4 ( 1)1 2 11 4
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Під дією перетворень годографа (7), анзац набуває вигляду:  
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Після дії перетворення (10) на даний анзац, остаточно одержуємо:  
1 2

2 21 12
0 0 0 1 0

1 1 1

1 2 2
2 21 2 1 22
0 0 0 1 2 0

2 1 2 1 2 1 2

1 1( 1)
2 41 2 1 14

0

1 1 2( )( 1) ( ) ( ) ( )
2 2 4 4

1

1
2 2
0

( 1) ( ( )) ,

( )
,

( )

( 1) ,

x x x k arctgx

x x x k k arctgx

z e x

z e

x

  
  

    
     

 

 
 

 

   


       



 



 

 

де 1
1z dx   . 

Аналогічно одержуються образи ліївських анзаців (23–25) сис-
теми (18). Не вдаючись у деталі їх знаходження, наведемо остаточні 
результати. 

Нелокальні анзаци для системи (19):  
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 (34) 

де 1
1= z dx  . Нелокальні анзаци (32–34) для системи (19) неможливо 

одержати в рамках теорії С. Лі. 

Нелокальна редукція системи (19). Для знаходження невідо-

мих функцій 1 2,   необхідно одержані вище нелокальні анзаци під-

ставити у систему (19). Анзаци (32–34) редукують систему (19) до 
систем звичайних диференціальних рівнянь відповідно 
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Висновки. В даній роботі для системи нелінійних рівнянь кон-
векції-дифузії (19), яка лінеаризується дією перетворень (5), (7), (10), 
за їх допомогою одержані неліївські анзаци та знайдено відповідні 
редуковані системи (35–37), розв’язавши які, можна одержати точні 
розв’язки системи (19). 

Зокрема, один з розв’язків системи (36) при 0ak   має вигляд 
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
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
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де 1 2,a ac c  — сталі інтегрування. 

Один з розв’язків системи (37) при 2 ,
2
a

a a a
m

m k      має вигляд 

 

2 2

3 34 2
1 2( ),a am ma a ae c e d c

 

 


   (39) 

де 1 2,a ac c  — сталі інтегрування. 

Підставивши знайдені функції a , задані формулами (38), (39) у 
формули (33), (34) відповідно, і одержимо розв’язки системи (19). 
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