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ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДІВ R-ФУНКЦІЙ ТА НЕЛІНІЙНОГО 
МЕТОДУ ГАЛЬОРКІНА У МАТЕМАТИЧНОМУ МОДЕЛЮВАННІ 

ПЛОСКИХ СТАЦІОНАРНИХ В’ЯЗКИХ ТЕЧІЙ 

У роботі розглядається плоскопаралельна течія в’язкої нести-

сливої рідини в обмеженій однозв’язній області з кусково-

гладкою межею. Такі дослідження є актуальними як з точки зору 

розвитку теоретичних методів гідродинаміки та математичної фі-

зики, так і для розв’язання широкого кола прикладних задач су-

часної науки і техніки. При аналізі плоскопаралельних течій від 

системи Нав’є-Стокса у природних змінних зручно переходити до 

задачі відносно функції течії. Функція течії пов’язана з вектором 

швидкостей і вводиться так, щоб тотожно задовільнити рівняння 

неперервності, а також щоб перехресним диференціюванням ви-

ключити у вихідних рівняннях тиск. Математичною моделлю ро-

зглядуваного процесу є нелінійна крайова задача з еліптичним рі-

внянням четвертого порядку для функції течії. Для її чисельного 

аналізу запропоновано використати метод R-функцій з апрокси-

мацією невизначеної компоненти нелінійним методом Гальоркі-

на. Використання методів R-функцій та Гальоркіна дозволило 

отримати наближений розв’язок задачі у чисельно-аналітичному 
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вигляді (що спрощує процедуру знаходження різних характерис-

тик течії, зокрема, поля швидкостей, завихореності та тиску) і до-

зволило точно врахувати у чисельному алгоритмі геометрію об-

ласті та крайові умови задачі. 
Обчислювальний експеримент було проведено у одинич-

ному квадраті для різних чисел Рейнольдса. Результати наве-
дено у вигляді ліній рівня функції течії, завохореності, тиску 
та векторного поля швидкості, а також у вигляді таблиць з по-
рівнянням числових характеристик течії для різних значень 
чисел Рейнольдса. Отримані результати добре узгоджуються з 
результатами фізичних експериментів та з числовими резуль-
татами, відомими з літератури. 

Ключові слова: в’язка рідина, математичне моделюван-
ня, метод R-функцій, нелінійна крайова задача, нелінійний ме-
тод Гальоркіна, функція течії. 

Вступ. Необхідність дослідження методом математичного моде-
лювання стаціонарної або нестаціонарної течії в’язкої нестисливої 
рідини часто виникає при дослідженні різних процесів у геофізиці, 
біології, теплоенергетиці, біомедицині тощо. За математичну модель 
при цьому зазвичай використовують систему диференціальних рів-
нянь Нав’є-Стокса. Складність її безпосереднього аналізу пов’язана 
перш за все з її нелінійністю і з тим, що вона складається з чотирьох 
рівнянь: три рівняння, що пов’язують поля швидкостей та тиску, та 
рівняння неперервності. У випадку плоскопаралельних течій за до-
помогою введення функції течії система Нав’є-Стокса спрощується: 
від неї можна перейти до одного нелінійного рівняння четвертого 
порядку для функції течії. Після знаходження функції течії за нею 
можна відновити поле швидкостей, поле завихореності та поле тиску.  

Останніми роками з розвитком обчислювальної техніки все ак-
тивніше у гідродинаміці використовується обчислювальний експери-
мент. Існує багато чисельних методів, які застосовуються для розра-
хунку в’язких течій. Найбільш вживаними є метод скінченних різ-
ниць і метод скінченних елементів. Основною перевагою цих методів 
є простота реалізації, але вони мають істотний недолік – відсутність 
властивості універсальності. Це призводить до того, що при переході 
до нової області (особливо складної геометрії) необхідно генерувати 
нову сітку, а часто і замінювати складні ділянки межі геометрично 
простими, складеними, наприклад, з відрізків прямих. Точно враху-
вати геометричну і аналітичну інформацію, що входить в постановку 
крайової задачі, можна, скориставшись конструктивним апаратом 
теорії R-функцій академіка НАН України В. Л. Рвачова.  

Отже, вдосконалення існуючих методів математичного моделю-
вання течій в’язкої нестисливої рідини методом R-функцій є актуальною 
науковою задачею. При розв’язанні задач гідродинаміки в’язкої рідини 
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цей метод застосовувався, наприклад, у роботах [1, 2, 4, 7, 9-12, 14, 17, 
22, 23]. Дана робота продовжує дослідження, розпочаті у [2, 10, 12, 14]. 

Метою роботи є вдосконалення існуючих методів чисельного 
аналізу плоских стаціонарних течій в’язкої рідини у обмежених од-
нозв’язних областях. Для досягнення поставленої мети необхідно 
виконати наступні завдання: 

 на основі системи рівнянь Нав’є-Стокса отримати задачу для фун-
кції течії; 

 для крайової задачі відносно функції течії побудувати метод її 
чисельного аналізу на основі сумісного використання методів R-
функцій та нелінійного методу Гальоркіна; 

 описати процедуру відновлення характеристик в’язкого потоку 
(поля швидкостей, завихореності, поля тиску) за знайденою функ-
цією течією; 

 провести обчислювальні експерименти для тестової задачі. 

1. Постановка задачі. Стаціонарні плоскопаралельні течії 
в’язкої нестисливої рідини в області   з межею   характеризу-

ються полем швидкостей та тиском і описуються системою диферен-
ціальних рівнянь Нав’є-Стокса [5, 6] 
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де ( , )x y  – змінні декартової системи координат, що задана в області 

 , ( , )x yv vv   – поле швидкостей рідини,   – густина рідини, ν  – 

кінематичний коефіцієнт в’язкості рідини, p  – тиск. Рівняння (3) 

називається рівнянням неперервності. 
У векторній формі система (1)-(3) має вигляд 
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Ці рівняння необхідно доповнити крайовою умовою 

 


v a , (4) 

де ( , )x ya aa  – заданий вектор швидкості рідини на  . При цьому 

має виконуватися рівність 0ds



  a n , де n  – зовнішня нормаль до 

 . Фізичний зміст крайової умови (4) пояснюється тим, що на тве-

рдих стінках виконується умова прилипання, яка полягає в тому, що 

між поверхнею твердого тіла і всякою в’язкою рідиною існують сили 

молекулярного зв’язку, які приводять до того, що швидкість рідини в 

точках, що примикають до стінки, співпадає за величиною і напрям-

ком зі швидкістю руху цих точок стінки.  

Питання існування та єдиності розв’язку задачі (1)-(4) розгляну-

то, наприклад, у монографіях [3, 21, 24]. 

У випадку плоскопаралельних течій від системи (1)-(3) у змін-

них «швидкість-тиск» зручно перейти до задачі для функції течії  , 

що пов’язана з вектором швидкості ( , )x yv vv  співвідношеннями 

 xv
y




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x
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
. (5) 

Цей перехід зумовлений тим, що, вводячи функцію течії в такий 

спосіб, ми тотожно задовольняємо рівняння неперервності (3), а пе-

рехресним диференціюванням рівнянь (1), (2) виключаємо з них тиск 

і зводимо (1), (2) до одного рівняння з бігармонічним оператором 

відносно функції  . 

Крайові умови для функції течії ( , )x y  можна отримати із за-

даного на   розподілу швидкості рідини [9]. З (4), ураховуючи (5), 

отримуємо 
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де n  – зовнішня нормаль до  ,  – одиничний вектор, який на-

правлено за дотичною до  . 

Зінтегрувавши перше зі співвідношень (6) вздовж  , отримає-

мо крайові умови на   найбільш загального вигляду 
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На непроникній для рідини ділянці   значення функції течії не 

змінюється, тобто const  . Якщо весь контур   є непроникним, 

то на ньому можна покласти 0  .  
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Отже, задача (1)-(4) зводиться до наступної нелінійної крайової 

задачі для функції течії: 

 2
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нічний оператор. Область   вважатимемо обмеженою і однозв’язною 

областю з кусково-гладкою межею  , cl  . 

2. Метод чисельного аналізу. Для розв’язування задачі (7), (8) ви-

користаємо метод R-функцій [8-10, 23]. Побудована відповідно до мето-

ду R-функцій структура розв’язку крайової задачі (7), (8) має вигляд [9] 

 2
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де n  – вектор зовнішньої нормалі до  , визначений в її регулярних 

точках. 

Для побудови зазначених у (9) продовжень межових значень 

можна скористатися наступним підходом [10, 23]. Нехай задані 
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Формулу (10) називають формулою «склейки» і позначають 

0EC  , де EC  називають оператором склеювання межових значень. 

Другий підхід [10, 23] пов’язаний з продовженням диференціа-
льних операторів, що задані на  , в середину області  . Нехай 

0   – нормалізоване рівняння межі   області  . Тоді оператор 

1D , що діє за правилом 
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u u

D u u
x x y y

 


   
    

   
, 

в регулярних точках   задовольняє рівність 

1

u
D u




 

n
, 

де n  – зовнішня до   нормаль. 

Зазначимо, що вираз 1D u  має сенс всюди в   і за допомогою 

оператора 1D  можна будувати жмутки функцій, нормальна похідна 

яких або довільна лінійна комбінація нормальної похідної і самої фу-
нкції на межі області набуває задані значення. 

Позначимо 1( )f g D f    . Тоді структура розв’язку зада-

чі (7), (8) запишеться у вигляді 

 2     . (11) 

Оберемо повну в 2 ( )L   послідовність функцій { }k  і шукати-

мемо апроксимацію невизначеної компоненти   у вигляді 
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Тоді з (11) випливає, що наближений розв’язок задачі (7), (8) ми 
шукаємо у вигляді 
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N N k k k k

k k

c c       
 

        , (12) 

де 2
k k   , 1, 2, ...k    , – координатна послідовність. 

Очевидно, що функції k , 1, 2, ...k    , задовольняють умови 

 0k 
 , 0k






n
. (13) 

Коефіцієнти 1c , …, Nc  у (12) відповідно до нелінійного методу 

Гальоркіна знайдемо з системи нелінійних рівнянь (умова ортогона-
льності нев’язки до перших N  координатних функцій) 

 
2 , 0N N N N

N j
x y y x

   
  

    
    

    
 , 1, 2, ...,j N    . (14) 
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Помітимо, що 

x y y x x y y x

     
 

         
       

         
. 

Тоді ліву частину системи рівнянь (14) можна записати у вигляді 

2 2,N N N N
N j N jdxdy

x y y x

   
     



    
      

    
   

N N
N j N jdxdy dxdy

x y y x

 
   

 

     
      

     
  . 

Перетворивши кожен з інтегралів у останній формулі за допомо-
гою формул векторного аналізу і урахувавши вигляд (12) функції 

N , ліву частину системи рівнянь (14) зведемо до вигляду 

2 ,N N N N
N j

x y y x

   
  

    
    

    
  

j j

j dxdy
y x x y

  
  



   
      

    
  

1

N
j jk k

k k j

k

c dxdy dxdy
x y y x

  
   

  

    
        

     
    

j j

k dxdy
x y y x

  




   
    

      
  

, 1

N
j jk k

i k i

i k

c c dxdy
y x x y

  


 

   
   

    
 
 

. 

Введемо позначення 

j j

j jf dxdy
y x x y

  
  



   
     

    
 , 1, 2, ...,j N    , 

j jk k
jk k jdxdy dxdy

x y y x

  
    

 

   
       

    
   

j j

k dxdy
x y y x

  




   
   

    
 , , 1, 2, ...,j k N    , 

j jk k
jik i dxdy

y x x y

  
 



   
   

    
 , , , 1, 2, ...,j i k N     . 

Тоді остаточно для визначення 1c , …, Nc  у (12) матимемо сис-

тему нелінійних рівнянь 
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1 , 1

0
N N

j jk k jik i k

k i k

f c c c 
 

   
 

, 1, 2, ...,j N    . (15) 

Систему (15) можна розв’язати чисельно, наприклад, методом 
Ньютона. 

Розв’язавши задачу (7), (8), ми дістанемо функцію течії ( , )x y  і 

за формулами (5) відновимо поле швидкостей ( , )x yv vv   в’язкої 

рідини. Для знаходження поля тиску ( , )p x y  можна скористатися 

таким підходом. З рівнянь (1), (2) з урахуванням (5) отримаємо 
2 2

2 2
ν x x x x

x y

v v v vp
v v

x x yx y
  
    

          

 

2 2

2
ν

y y x y x y

    
  
    

  
     

, 

2 2

2 2
ν

y y y y

x y

v v v vp
v v

y x yx y
  
    
     
     

 

2 2

2
ν

x y x x yx

    
  
    

   
    

. 

Тоді, застосовуючи процедуру відновлення функції за її повним 
диференціалом, отримаємо 

0

( , )

M M

p p
p x y dx dy C

x y

 
   

   

0

2 2

2
ν

M M

dx
y y x y x y

    
  

     
           
  

2 2

2
ν dy C

x y x x yx

    
  

     
           

, 

де 0 0 0( , )M x y  – фіксована точка області  , ( , )M x y  – довільна точ-

ка області  . 
Оскільки важлива лише різниця тиску, а не його абсолютне зна-

чення, то можна покласти 0C  . 

3. Результати обчислювального експерименту. Обчислюваль-
ний експеримент було проведено для квадратної каверни 

{0 1, 0 1}x y     , бічні стінки якої нерухомі, а верхня кришка 

рухається вправо з одиничною швидкістю. В цьому випадку задача 
для функції течії матиме вигляд: 
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 2

x y y x

   
 

   
  

   
 у  , (16) 

 0


 , 
1, 1,

0, 0, 1, 0,

y

x x y





 
 

   n   
 (17) 

де n  – зовнішня до   нормаль. 

Область   описується формулою 

 0( , ) [ (1 )] [ (1 )]x y x x y y     , (18) 

де 0  – R-кон’юнкція, 
2 2

0u v u v u v     . 

Відповідно до (9), отримаємо, що структура розв’язку зада-
чі (16), (17) має вигляд 

 2g      , (19) 

де ( , )x y  – функція (18), 
(1 )

( , )
(1 ) (1 )

xy x
g x y

x x y y


 

  
 – функція по-

будована за допомогою формули склейки і така, що враховує неодно-
рідність крайових умов,   – невизначена компонента структури. 

За базисні функції було обрано сплайни п’ятого порядку, оскі-
льки для розрахунку поля тиску рідини необхідно обчислювати треті 
похідні, тобто невизначена компонента   апроксимувалася виразом 

2 22 2

5 5

2 2 2 2

( , ) ( , )
y yx x

N NN N
yx

ij ij ij

i j i j

N yN x
x y c B i B j c x y

a b


  

   

  
      

   
    , 

де  5B t  – сплайн Шенберга п’ятого степеню [13]. 

Для розрахунку інтегралів у системі (15) використано кубатурну 
формулу Гаусса з 16 вузлами по кожній координаті. 

Обчислювальний експеримент було проведено для різних чисел 

Рейнольдса 
1


Re . При відновленні поля тиску за початкову точку 

інтегрування обрано точку 0

1 1
,

2 2
M

 
 
 

. Через . . . .( , )v c v cx y  позначати-

мемо координати вихрового центру, тобто точки, у якій 0x yv v  . 

Для чисел Рейнольдса 25, 50,100, 200, 500,1000Re       відповідно 

на рис. 1, 5, 9, 13, 17, 21 наведено лінії рівня функції течії, на рис. 2, 
6, 10, 14, 18, 22 наведено лінії рівня завихореності    , на рис. 

3, 7, 11, 15, 19, 23 зображено векторне поле швидкостей рідини, а на 
рис. 4, 8, 12, 16, 20, 24 зображено лінії рівні розподілу тиску в рідині 

для 25x yN N   (усього 625 базисних функцій). Залежність харак-

теристик течії від числа Рейнольдса наведено в таблиці 1. 
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Рис. 1. Лінії рівня функція течії  

при 25Re  

Рис. 2. Лінії рівня завихореності  

при 25Re  
 

  
Рис. 3. Поле швидкостей  

при 25Re   

Рис. 4. Поле тиску рідини  

при 25Re  
 

  
Рис. 5. Лінії рівня функція течії  

при 50Re  

Рис. 6. Лінії рівня завихореності  

при 50Re  
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Рис. 7. Поле швидкостей  

при 50Re  

Рис. 8. Поле тиску рідини  

при 50Re  
 

  

Рис. 9. Лінії рівня функція течії  

при 100Re  

Рис. 10. Лінії рівня завихореності  

при 100Re  
 

  

Рис. 11. Поле швидкостей при 

100Re  

Рис. 12. Поле тиску рідини при 

100Re  
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Рис. 13. Лінії рівня функція течії  

при 200Re  

Рис. 14. Лінії рівня завихореності  

при 200Re  
 

  

Рис. 15. Поле швидкостей  

при 200Re  

Рис. 16. Поле тиску рідини  

при 200Re  
 

  

Рис. 17. Лінії рівня функція течії 

 при 500Re  

Рис. 18. Лінії рівня завихореності  

при 500Re  
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Рис. 19. Поле швидкостей  

при 500Re  

Рис. 20. Поле тиску рідини  

при 500Re  
 

  

Рис. 21. Лінії рівня функція течії  

при 1000Re  

Рис. 22. Лінії рівня завихореності  

при 1000Re  
  

  

Рис. 23. Поле швидкостей  

при 1000Re  

Рис. 24. Поле тиску рідини  

при 1000Re  
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Отримані результати порівнювалися з результатами отриманими 

іншими авторами у роботах [12, 15, 16, 18-20]. Результати добре уз-

годжуються як у числовій формі, так і у графічній. Так, наприклад, 

при порівнянні з результатами з [12] значення v.c. v.c.( , )x y  при 

50Re  відносне відхилення склала 0,1%, а при 100Re  – 0,02%. 

Також застосування нелінійного методу Гальоркіна для апроксимації 

невизначеної компоненти структури (9) дозволило отримати резуль-

тати для значно більших чисел Рейнольдса, ніж у роботі [12], де було 

застосовано метод ітерацій за нелінійністю та варіаційний метод Ріт-

ца (збіжність було доведено для малих чисел Re ). 

Таблиця 1 

Характеристики течії в залежності від числа Рейнольдса 

Число 

Рейнольдса 
25 50 100 200 500 1000 

. . . .( , )v c v cx y  
0,459135; 

0,763662 

0,423900; 

0,759111 

0,384300; 

0,737297 

0,399190; 

0,667011 

0,453964; 

0,594065 

0,469110; 

0,566275 

. . . .( , )v c v cx y  0,100306 0,101001 0,103520 0,108732 0,115427 0,118995 

. . . .( , )v c v cx y  3,227650 3,254640 3,166530 2,662110 2,184800 2,041500 

[0, ]

max ,
2

x
y b

a
v y



 
 
  

 0,206756 0,205393 0,214050 0,265907 0,345489 0,387754 

 
2

L



 0,041543 0,041760 0,043134 0,047801 0,055129 0,059132 

 
2

x L
v


 0,217239 0,216199 0,214052 0,213567 0,215287 0,217172 

 
2

y L
v


 0,141335 0,14355 0,151857 0,170238 0,193306 0,204800 

 
2

L



 4,644540 4,67503 4,770320 4,985300 5,533560 6,232780 

 

Як бачимо з рис. 1-24, зі збільшенням числа Рейнольдса вихро-

вий центр переміщується у напрямку геометричного центру області, 

у нижніх кутах розвиваються вторинні вихори, тиск у середині каве-

рни зменшується і збільшується у кутах області. 

Висновки. У даній статті продовжено дослідження застосов-

ності структурного методу (методу R-функцій) у математичному 

моделюванні в’язких течій, розпочаті в роботах [12], в частині за-

стосування для апроксимації невизначеної компоненти структури 

нелінійного методу Гальоркіна. Результати роботи можуть бути 

використані в багатьох сучасних галузях науки і техніки. Напри-

клад, у дослідженнях фізичних та хімічних процесів течії в’язкої 

рідини, а також у інженерних задачах гідродинаміки. Зважаючи на 

швидкі темпи зростання обчислювальної потужності комп’ютерної 
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техніки, програмна реалізація запропонованого методу може засто-

совуватися для розв’язування практичних задач дослідження течій 

в’язкої нестисливої рідини. 

На відміну від сіткових методів, які дають розв’язок задачі у ви-

гляді матриці значень функції, розв’язок поставленої крайової задачі 

отримано у наближеному аналітичному вигляді, що полегшує пода-

льше застосування результатів на практиці для відновлення поля 

швидкостей та поля тиску. Необхідно також зауважити, що реалізо-

вані в даній роботі методи можуть бути застосовані для більш склад-

них областей течії рідини. Цим визначається наукова новизна та 

практична значущість отриманих у роботі результатів. 

Наступні дослідження в’язких плоскопаралельних течій в’язкої 

нестисливої рідини доцільно зосередити на розв’язанні подібних кра-

йових задач для багатозв’язних областей та нестаціонарних течій.  
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APPLICATION OF R-FUNCTION METHODS AND THE 
NONLINEAR GALERKIN METHOD IN THE MATHEMATICAL 

MODELING OF PLANE STEADY VISCOUS FLOWS 

The paper considers a plane–parallel flow of a viscous incompressible fluid 

in a bounded simply connected domain with a piecewise smooth boundary. 

Such studies are relevant both from the standpoint of the development of theo-

retical methods of hydrodynamics and mathematical physics and for solving a 

wide range of applied problems in modern science and engineering. 

When analyzing plane-parallel flows, it is convenient to pass from the 

system of Navier-Stokes equations in natural variables to a problem formu-

lated in terms of the stream function. The stream function is related to the 

velocity vector and is introduced in such a way that the continuity equation 

is satisfied identically and the pressure is eliminated from the governing 

equations by cross differentiation. 

The mathematical model of the considered process is a nonlinear 

boundary value problem with a fourth-order elliptic equation for the stream 
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function. For its numerical analysis, it is proposed to use the R-function 

method with approximation of the unknown component by the nonlinear 

Galerkin method. The use of the R-function and Galerkin methods made it 

possible to obtain an approximate solution of the problem in a numerical-

analytical form (which simplifies the procedure for determining various 

flow characteristics, in particular the velocity field, vorticity, and pressure) 

and to exactly incorporate the geometry of the domain and the boundary 

conditions into the numerical algorithm. 

A computational experiment was carried out in a unit square for differ-

ent values of the Reynolds number. The results are presented in the form of 

contour lines of the stream function, vorticity, and pressure, as well as the 

velocity vector field, and in the form of tables comparing numerical char-

acteristics of the flow for different Reynolds numbers. The obtained results 

are in good agreement with the results of physical experiments and with 

numerical results reported in the literature. 

Key words: viscous fluid, mathematical modeling, R-function method, 

nonlinear boundary value problem, nonlinear Galerkin method, stream 

function. 
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