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ЧИСЕЛЬНИЙ МЕТОД ОБЧИСЛЕННЯ ПОТРІЙНИХ 
ІНТЕГРАЛІВ ВІД ШВИДКООСЦИЛЬОВАНИХ ФУНКЦІЙ 

ЗАГАЛЬНОГО ВИДУ ЗА ДАНИМИ НА СИСТЕМІ ПЛОЩИН  

Сучасний етап розвитку техніки передбачає стрімке впро-

вадження нових цифрових технологій, алгоритмів і методів. 

Інформаційні технології зробили можливим використання но-

вих підходів до збору, обробки та аналізу даних. Впроваджен-

ня нових методів отримання вхідної інформації вимагає роз-

робки нових алгоритмів та створення чисельних методів для 
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розв’язання актуальних задач. Це призводить до необхідності 

створення нових або вдосконалення існуючих математичних 

моделей та їх ефективної реалізації у комп’ютерних системах.  

Однією з ключових задач у сучасному моделюванні систем 

та процесів, зокрема в цифровій обробці зображень, є чисельне 

інтегрування функцій багатьох змінних. Основна проблема 

чисельного інтегрування швидкоосцильованих функцій декі-

лькох змінних полягає в побудові нових кубатурних формул з 

використанням мультимодальних даних. 

Наразі інтерес становлять методи чисельного інтегрування, 

розроблені з використанням інформаційних операторів, які 

відновлюють проміжні значення величин за наявним набором 

відомих значень функції на площинах, лініях, у вузлах розрі-

джених сіток тощо. До таких інформаційних операторів відно-

сять оператори О. М. Литвина, використання яких ефективно 

зарекомендувало себе при наближеному обчисленні коефіціє-

нтів Фур’є функцій двох та трьох змінних. 

Метою даної статті є побудова та дослідження на класі 

диференційовних функцій кубатурної формули наближеного 

обчислення потрійних інтегралів від швидкоосцильованих фу-

нкцій загального виду. Кубатурна формула в якості даних про 

функції використовує їх сліди на площинах. При побудові ку-

батурної формули в якості допоміжних функцій для інформа-

ційних операторів використовуються кусково-лінійні сплайни. 

Ключові слова: математичне моделювання процесів, циф-

рова обробка зображень, чисельне інтегрування, швидкоосци-

льовані функції багатьох змінних, кубатурна формула. 

Вступ. Сучасний розвиток цифрових технологій спонукає нау-

ковців створювати нові або вдосконалювати існуючі підходи до мо-

делювання технічних процесів. На часі є розробка математичних 

методів та моделей, які в своїй побудові використовують мультимо-

дальні дані. До таких напрямків можна віднести цифрову обробку 

зображень, де стали широко застосовуватися інформаційні операто-

ри з різними типами вхідних даних. Основні принципи побудови 

таких інформаційних операторів (операторів О. М. Литвина) викла-

дено в [1, 2]. Оператори в своїй побудові використовують значення 

функцій на площинах, лініях, у вузлах розріджених сіток. За допо-

могою операторів О. М. Литвина можна ефективно розв’язувати за-

дачі чисельного інтегрування функцій багатьох змінних [3, 4]. Окре-

мо варто також зазначити, що вищезазначені інформаційні операто-

ри ефективно зарекомендували себе при розв’язані таких задач циф-

рової обробки зображень як чисельне інтегрування швидкоосцильо-

ваних функцій декількох змінних. Побудовані кубатурні формули 

використовують в якості даних значення функції на площинах, на 
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лініях та у вузлах розріджених двовимірних та тривимірних сіток [5, 

6]. Доведено, що більшість таких формул є оптимальними за поряд-

ком точності. 

Задачі чисельного інтегрування швидкоосцильованих функцій 

не залишаються без уваги світової наукової спільноти [7-11]. Більш 

складним та менш дослідженим питанням є наближене обчислення 

інтегралів від швидкоосцильованих функцій декількох змінних в за-

гальному вигляді. В [12-15] представлені квадратурні формули на-

ближеного обчислення потрійних та подвійних інтегралів від швид-

коосцильованих функцій загального виду на різних класах функцій. 

При побудові кубатурних формул в якості допоміжних функцій для 

інформаційних операторів використовувалися кусково-сталі сплайни. 

Дана робота має на меті представити та дослідити на класі диферен-

ційовних функцій кубатурну формулу наближеного обчислення пот-

рійного інтегралу від швидкоосцильованих функцій загального виду 

на основі оператора інтерфлетанта з кусково-лінійними допоміжними 

функціями. Інформація про функції буде задаватися слідами на сис-

темах взаємно перпендикулярних площин. 

Постановка задачі. Розглянемо  3,1 ,H M M  – клас дійсних фу-

нкцій ( , , )u x y z , визначених в області  
3

0,1G   і таких, що 

   1,0,0 0,1,0
( , , ) , ( , , ) ,u x y z M u x y z M   

 0,0,1
( , , ) ,u x y z M  

 1,1,1
( , , ) , ( , , )u uu x y z M u x y z M  . 

Для наближеного обчислення інтегралу 

 

1 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , )sin ( , , )I f g f x y z g x y z dxdydz      (1) 

побудувати кубатурну формулу, яка використовує оператор інтерф-

летації з допоміжними функціями у вигляді лінійних сплайнів та зна-

чення функції  , ,f x y z  та  , ,g x y z  на плошинах 

1,kx k   1,jy j   1,sz s   1, , 0,k j s  , 1 11/  , 

2 ,px p   2 ,qy q   2 ,rz r   20,p,q,r  , 2 21/  . 

Отримати оцінку похибки наближення інтегралу кубатурною форму-

лою на класі диференційовних функцій. 

Чисельне інтегрування швидкоосцилюючих функцій зага-

льного виду на класі  3,1 ,H M M . Введемо наступні позначення: 
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
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  
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1 1 1, , ,k j sx k y j z s       1 11/ ,   1, , 1,k j s  . 

Допоміжні функції 1 2 32 ( ), 2 ( ), 2 ( )p q rh x h y h z визначаються анало-

гічно при 2 ,px p   2 ,qy q   2 ,rz r   2 21/  , 20,p,q,r  . 

Розглянемо оператор 

     1 2 3( , , ) , , , , , ,Jf x y z J f x y z J f x y z J f x y z     

     1 2 2 3 1 3, , , , , ,J J f x y z J J f x y z J J f x y z     1 2 3 , ,J J J f x y z , 
де 

1

1 1

0

( , , ) ( , , ) 1 ( )k k

k

J f x y z f x y z h x


 , 
1

2 2

0

( , , ) ( , , ) 1 ( )j j

j

J f x y z f x y z h y


 , 

1

3 3

0

( , , ) ( , , ) 1 ( )s s

s

J f x y z f x y z h z


 , 

а також оператор  

     1 2 3( , , ) , , , , , ,Og x y z O g x y z O g x y z O g x y z     

     1 2 2 3 1 3, , , , , ,O O g x y z O O g x y z O O g x y z     1 2 3 , ,O O O g x y z , 
в якому 

2

1 1

0

( , , ) ( , , ) 2 ( )p p

p

O g x y z g x y z h x


  , 

2

2 2

0

( , , ) ( , , ) 2 ( )q q

q

O g x y z g x y z h y


 , 
2

3 3

0

( , , ) ( , , ) 2 ( )r r

r

O g x y z f x y z h z


 . 

Для обчислення інтегралу (1) пропонується кубатурна формула 

 
1 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , )sin (x, y, z)f g Jf x y z Og dxdydz      . (2) 
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Теорема. Нехай  3,( , , ), ( , , ) , ,rf x y z g x y z Н M M  та 

( , , ),f x y z  ( , , )g x y z  задані слідами ( , , )kf x y z , ( , , ),jf x y z  

( , , ),sf x y z  1, , 0,k j s   і  , ,pg x y z ,  , ,qg x y z ,
 

 , , rg x y z ,
 

20,p,q,r   на системах взаємно перпендикулярних прямих в облас-

ті  
3

0,1G  . Тоді для кубатурної формули ( , , )f g   справедлива 

наступна оцінка:  

 
3 3
1 2

1 1
( , , ), ( , , ) min 2; .

27 27

f g

f

M M
I f g f g M


  

 
    

 
 

 

Доведення. Розглянемо додаткові функції, які будуть викорис-

тані при доведені теореми для представлення похибки наближення 

 , ,f x y z  оператором інтерфлетантом  , ,Jf x y z  через 

   1,1,1
, ,f x y z  та для представлення похибки наближення  , ,g x y z  

оператором інтерфлетантом  , ,Og x y z  через 
   1,1,1

, ,g x y z : 

 

1

1
1

1
1

, ,

,

, ,

k
k

k k
k

k
k

k k

x x
x x

x x
K x

x x
x x

x x















  

 
  

 

 

1

1

2

1
1

, ,

,

, ,

j

j
j j

j
j

j
j j

y y
y y

y y
K y

y y
y y

y y















 


 


 

 

 

 

1

1

3

1
1

, ,

,

, ,

s
s

s j

s

s
s

s s

z z
z z

z z
K z

z z
z z

z z















  

 
  

 

 

 

1

1

1

1
1

, ,

,

, ,

p

p
p p

p
p

p
p p

x x
x x

x x
G x

x x
x x

x x















 


 


 

 
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 

1

1

2

1
1

, ,

,

, .

q

q
q q

q
q

q
q q

y y
y y

y y
G y

y y
y y

y y
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1

1
3

1
1

, ,

,

, .

r
r

r r
r

r
r

r r

z z
z z

z z
G z

z z
z z

z z















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 
  
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Інтеграл ( , , )I f g   може бути записаний у вигляді  

1 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , )sin ( , , )I f g f x y z g x y z dxdydz    

1 1 1

0 0 0

( , , )sin ( , , )Jf x y z Og x y z dxdydz     

 
1 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , ) sin ( , , )f x y z Jf x y z Og x y z dxdydz    

 
1 1 1

0 0 0

( , , ) sin ( , , ) sin ( , , )f x y z g x y z Og x y z dxdydz     , 

тоді 

 ( , , ), ( , , )I f g f g   

1 1 1

0 0 0

( , , )sin ( , , )f x y z g x y z dxdydz   

1 1 1

0 0 0

( , , )sin ( , , )Jf x y z Og x y z dxdydz     

1 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , )f x y z Jf x y z dxdydz    

1 1 1

0 0 0

( , , ) sin ( , , ) sin ( , , )f x y z g x y z Og x y z dxdydz       

1 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , )f x y z Jf x y z dxdydz      

1 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , )
2 ( , , ) sin

2

g x y z O g x y z
f x y z

 
     
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( , , ) ( , , )
cos

2

g x y z Og x y z
dxdydz

 
   

     

   

1 11 1 1 11 1 11 1 1
1,1,1

1

0 0 0

2 3

, , ,

, ,

j jk s k s

k j s k j s

y yx z x z

k

k j s x y z x y z

j s

f K x

K y K z d d d dxdydz

   

    

      

  

 

 

        

1 1 12 2 21 1 1

0 0 0

( ( , , ) ( , , ))
2 sin

2

p q r

p q r

x y z

f

p q r x y z

g x y z Og x y z
M dxdydz

 
    

  


        

     
1 11 1 1 11 1 11 1 1

1 2 2

0 0 0

, , ,

j jk k s s

k k j j s s

y yx x z z

f k j s

k j s x x y y z z

M K x d dx K y d dy K z d dz     
      

  

         

1 1 12 2 21 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , )
2 min 1;

2

p q r

p q r

x y z

f

p q r x y z

g x y z Og x y z
M dxdydz

    

  

  
  

 
       

     
1 11 1 1 11 1 11 1 1

1 2 3

0 0 0

, , ,

j jk k s s

k k j j s s

y yx x z z

f k j s

k j s x x y y z z

M K x d dx K y d dy K z d dz     
      

  

         

      

1 1 1 11 12 1
(1,1,1)

, , 0

1 2 3

2 min 1; ( , , )
2

, , ,

p q p qr r

p q r p q r

x y x yz z

f

p q r x y z x y z

p q r

M g

G x G y G z d d d dxdydz


  

     

    




 



 

      
 

2 2 2 2 2 2
3 3 3 31 1 1 2 2 2

1 2 2 22 min ,
3 3 3 2 3 3 3

g

f f

M
M M

      
    

 
 

 

3 3
1 2min 2;

27 27

f g

f

M M
M

 
     

 
 

3 3
1 2

1 1
min 2; .

27 27

f g

f

M M
M

 
  

 
 

 

Теорема доведена. 

Вплив параметра осциляції, розподілу площин дискретизації 

та допоміжних функцій на точність чисельного інтегрування. 

Ефективність чисельного інтегрування функцій декількох змінних 

суттєво залежить від класу гладкості підінтегральних функцій. Поря-

док диференційовності визначає можливість отримання більш точних 

теоретичних оцінок похибки та обґрунтовує вибір параметрів дискре-

тизації, що продемонстровано, наприклад, в роботі [14]. Однак і при 

фіксованому порядку диференційовності функцій важливо знати за-

лежність точності наближення від параметрів осциляції та кількості 

задіяних в обчисленнях площин. 
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Розглянемо функції ( , , ) sin( )f x y z x y z   , ( , , )g x y z   

cos( )x y z   , які належать класу  3,1 ,H M M . Тоді підінтегральна 

функція буде мати вигляд  

( , , ) sin( )sin( cos( ))F x y z x y z x y z     . 
На Рис. 1-3 зображені значення функції ( , , )F x y z  при 20   

на площинах  
0; 0,5; 1; 0,3; 0,6; 0,9; 0,25; 0,5; 0,75.х х x y y y z z z          

  

 

Рис. 1. Зображення ( , , )F x y z  при 0х  , 0,5х  , 1х   

   

 

Рис. 2. Зображення ( , , )F x y z  при 0,3; 0,6; 0,9y y y    
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Рис. 3. Зображення ( , , )F x y z  при 0,25; 0,5; 0,75z z z    

Для заданих функцій маємо 1f g f gM M M M M     . За 

теоремою точність наближення інтегралу (1) за формулою (2) на кла-

сі  3,1 ,H M M  при 1 2   дорівнює  

  
1 1 3 3

1
, min 2;

27 27


  

 
    

 
. (3) 

В роботі [13] для наближеного обчислення інтегралу (1) розгляда-
лась кубатурна формула, яка в своїй побудові використовувала операто-
ри інтерфлетанти з допоміжними функціями у вигляді не кусково-
лінійних, а кусково-сталих сплайнів. Було отримано оцінку похибки на-

ближення, яка для функцій ( , , ) sin( )f x y z x y z   , ( , , )g x y z   

cos( )x y z    при 1 2   перетворювалася в наступну рівність 

  
2 2 3 3

1
, min 2;

64 64


  

 
    

 
. (4) 

Залежність (3) та (4) показує, що в даному експерименті при об-
численні потрійного інтегралу (1) за допомогою кубатурної формули 
на основі кусково-сталої апроксимації забезпечується менша похиб-
ка, ніж кубатурною формулою з використанням операторів інтерфле-
тації з допоміжними кусково-лінійними сплайнами.  

В таблиці 1 наведено значення теоретичної похибки 1  та 2  

для функцій ( , , ) sin( )f x y z x y z   , ( , , ) cos( )g x y z x y z    для 

різних значень   і . 
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Таблиця 1 

Значення теоретичної похибки 1  та 2  при 20 , 60 ,100     

   
1  2  

64 20   6
9,018 10


  

6
3,805 10


  

128 20   6
1,127 10


  

7
4,756 10


  

256 20   7
1, 409 10


  

8
5,945 10


  

512 20   8
1,761 10


  

9
7, 431 10


  

1024 20   9
2, 201 10


  

10
9,289 10


  

256 60   7
4,183 10


  

7
1,765 10


  

512 60   8
5, 299 10


  

8
2, 206 10


  

1024 60   9
6,536 10


  

9
2,758 10


  

512 100   8
8,697 10


  

8
3,669 10


  

1024 100   8
1,087 10


  

9
4,586 10


  

Незважаючи на те, що кусково-сталі апроксимації забезпечують 
кращі теоретичні оцінки похибки, використання кусково-лінійних 
сплайнів є доцільним, оскільки вони точніше відтворюють локальну 
зміну функції між площинами спостереження. 

Висновки. В роботі представлено кубатурну формулу наближено-
го обчислення потрійного інтегралу від швидкоосцильованої функції 
загального виду. Особливістю запропонованої формули є використання 
в якості даних значень функцій на системах взаємно перпендикулярних 
площин. Кубатурна формула в своїй побудові використовувала інфор-
маційний оператор О. М. Литвина, а саме оператор інтерфлетації з до-
поміжними функціями у вигляді кусково-лінійних сплайнів. Отримано 
оцінку похибки наближення чисельного інтегрування швидкоосцилюю-
чих функцій на класі диференційовних функцій. 
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NUMERICAL METHOD FOR CALCULATING TRIPLE 
INTEGRALS OF RAPIDLY OSCILLATING FUNCTIONS OF 

GENERAL FORM USING DATA ON A SYSTEM OF PLANES 

The current stage of technological development involves the rapid in-

troduction of new digital technologies, algorithms and methods. Infor-

mation technology has made it possible to adopt new approaches to the 

collection, processing and analysis of data. The introduction of new meth-

ods for obtaining input data requires the development of new algorithms 

and the creation of numerical methods to solve pressing problems. This 

leads to the need to create new or improve existing mathematical models 

and implement them effectively in computer systems.  

One of the key challenges in modern system and process modelling, 

particularly in digital image processing, is the numerical integration of 

functions of several variables. The main problem in the numerical integra-

tion of rapidly oscillating functions of several variables lies in deriving 

new volume integration formulas using multimodal data. 

Currently, there is interest in numerical integration methods developed us-

ing information operators, which reconstruct intermediate values of quantities 

based on a given set of known function values on planes, lines, at nodes of 

sparse grids, and so on. Such information operators include those of 

O. M. Lytvyn, the use of which has proven effective in the approximate calcu-

lation of Fourier coefficients of functions of two and three variables. 

The aim of this article is to construct and study, on the class of differ-

entiable functions, a cubature formula for the approximate calculation of 

triple integrals of rapidly oscillating functions of general form. The cuba-

ture formula uses the traces of the functions on planes as input data. When 

constructing the cubature formula, piecewise-linear splines are used as 

auxiliary functions for the information operators. 

Key words: mathematical modelling of processes, digital image pro-

cessing, numerical integration, rapidly oscillating functions of several var-

iables, cubature formula. 
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