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АНАЛІЗ МЕТОДОМ ДВОБІЧНИХ НАБЛИЖЕНЬ 
СТАЦІОНАРНОЇ РЕАКТИВНО-ДИФУЗИВНОЇ МОДЕЛІ 
У СФЕРИЧНІЙ ГРАНУЛІ З КІНЕТИКОЮ АРРЕНІУСА 

У роботі проведено аналіз методом двобічних наближень 

стаціонарної реакційно-дифузійної моделі у сферичній гранулі 

з кінетикою Арреніуса. 

Задачі розглядається у сферичній області з неоднорідною 

першою крайовою умовою на межі, яка після заміни перетво-

рюється на однорідну. Нелінійність подана у вигляді добутку 

лінійної та експоненціальної функцій. Після переходу до сфе-

ричної системи координат з урахуванням радіальної симетрії 

(розв’язок залежить лише від відстані до центру кулі, а від ку-

тів повороту залежність відсутня), прийшли до крайової задачі 

для напівлінійного звичайного диференціального рівняння. 

Оскільки полюс сферичної системи координат є особливою 

точкою одержаного рівняння, необхідно поставити умову об-

меженості розв’язку в цій точці. 

Для задачі здійснюється побудова функції Гріна, далі ви-

конується зведення до еквівалентного інтегрального рівняння, 

яке розглядається як нелінійне операторне рівняння в банахо-

вому просторі неперервних на відрізку функцій, напівупоряд-

кованому конусом невід’ємних на цьому відрізку функцій. 

Проведено дослідження властивостей відповідного інтеграль-

ного оператора такі, як гетеротонність та додатність. 

Далі здійснюється пошук кінців сильно інваріантного ко-

нусного відрізка, які виступають початковими наближеннями 

для ітераційного процесу. Потім будуються два ітераційні 

процеси. Перша ітераційна послідовність не спадає за конусом 

(послідовність нижніх наближень), друга – не зростає за кону-

сом (послідовність верхніх наближень). За поточне наближен-

ня на кожній ітерації обирається середнє арифметичне верх-

нього та нижнього наближень, що надає можливість одержати 
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на кожному кроці ітераційного процесу апостеріорну оцінку 

похибки. Зроблено висновок про існування та єдиність додат-

ного радіально-симетричного розв’язку розглядуваної задачі. 

Теоретичні результати, одержані в роботі, було підтверджено 

шляхом проведення обчислювального експерименту. Результати 

обчислювального експерименту подано у графічному вигляді. 

Ключові слова: гетеротонний оператор, інтегральне рі-

вняння Гаммерштейна, метод двобічних наближень, напівлі-

нійне еліптичне рівняння з оператором Лапласа, нелінійна 

крайова задача, радіально-симетричний додатний розв’язок, 

реакційно-дифузійна система, сильно інваріантний конусний 

відрізок, функція Гріна. 

Вступ. Дослідження реакційно-дифузійних процесів [1] є одним із 

важливих напрямів сучасної математичної фізики, оскільки такі моделі 

описують широкий клас явищ тепломасообміну та хімічної кінетики. 

Особливий інтерес становлять задачі, у яких залежність швидкості реакції 

від температури є нелінійною. Подібні математичні моделі виникають 

при дослідженні процесів горіння, теплового вибуху, каталітичних реак-

цій, функціонування пористих каталізаторів, а також у задачах хімічної 

технології та енергетики. Розглянемо одну з класичних моделей такого 

типу, а саме – крайову задачу для еліптичного реакційно-дифузійного 

рівняння з кінетикою Арреніуса [2] в гранулі  . Нехай гранула   є ку-

лею радіуса R . У такому випадку ставиться задача знаходження радіаль-

но-симетричного розв’язку крайової задачі, тобто розв’язку, залежного 

лише від 
2 2 2
1 2 3r x x x   x , де 1 2 3( , , )x x xx . Тоді вихідна задача 

для рівняння з частинними похідними перетворюється на крайову задачу 

для напівлінійного звичайного диференціального рівняння. 

Точні розв’язки задач для напівлінійних диференціальних рівнянь 

відомі лише для поодиноких випадків. Таким чином, виникає необхід-

ність у розв’язанні таких задач за допомогою, наприклад, сіткових, варі-

аційних чи ітераційних методів. Ітераційні методи є найбільш зручними, 

оскільки вони є відносно простими в плані обчислювальної реалізації, а 

також мають властивість самовиправності. Серед ітераційних методів 

слід виокремити методи двобічних наближень як універсальний засіб 

дослідження існування та єдиності розв’язків операторних рівнянь. Та-

кож вони надають можливість фактичного знаходження цих розв’язків. 

Окрім того, за допомогою двобічних наближень можна одержати верх-

ню та нижню оцінку розв’язку на кожній ітерації, що в свою чергу до-

зволяє зручно оцінити похибку наближеного розв’язку. 

За теоретичне підґрунтя розробки двобічних ітераційних методів 

взято теорію нелінійних операторів у напівупорядкованих банахових 

просторах. Ці методи вже застосовувалися до нелінійних диференці-
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альних рівнянь, наприклад, у роботах [5, 11, 12]. Мало місце дослі-

дження аксіально- і радіально-симетричних розв’язків для оператора 

Лапласа зі степеневими нелінійностями. Проте не було достатньо 

досліджено знаходження таких розв’язків (з двобічними наближен-

нями) саме для прикладних задач. 
Таким чином, наукова задача чисельного аналізу радіально-

симетричних розв’язків реакційно-дифузійної моделі з кінетикою 
Арреніуса методом двобічних наближень є актуальною. Дана стаття 
продовжує дослідження, розпочаті в роботах [3-8, 11-14], в частині їх 
перенесення на приклад напівлінійного рівняння з оператором Лап-
ласа, що є математичною моделлю зазначеного процесу. 

1. Постановка задачі. В одиничній кулі  
3

1 2 3{ ( , , ) : 1}x x x    x x  

розглядатимемо напівлінійне стаціонарне рівняння: 

 

1

2 (1 ) yy y e

 

 

  

    , x , (1) 

з крайовою умовою першого роду 

 1y


 , (2) 

де   – параметр тепловиділення реакції,   – енергія активації,   – 

модуль Тіле,    ,    ,    . 

Задача (1), (2) є реакційно-дифузійною системою з кінетикою Арре-
ніуса – математичною моделлю, яка описує одночасно два процеси: про-
сторове поширення речовини або температури (дифузію) та хімічну реа-
кцію, швидкість якої залежить від температури за законом Арреніуса [2]. 

Поставимо задачу знаходження додатного радіально-симетрич-
ного розв’язку крайової задачі (1), (2). 

2. Основна частина. Розв’яжемо задачу (1), (2) за допомогою ме-
тоду двобічних наближень, заснованого на використання методів теорії 
нелінійних операторних рівнянь у напівупорядкованих просторах [9, 10]. 

В задачі (1), (2) перейдемо до сферичної системи координат за 
формулами: 

1 sin cosx r   , 2 sin cosx r   , 3 cosx r  , 

0 2   , 0    , 0r  . 

Оператор Лапласа у сферичній системі координат має вигляд 
2

2

2 2 2 2 2

1 1 1
sin

sin sin

y y y
y r

r rr r r


   

       
      

       
. 

Оскільки задача полягає у відшуканні радіально-симетричного 

розв’язку ( )y y r  задачі (1), (2), то рівняння (1) зводиться до зви-

чайного диференціального рівняння: 
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1

2 2

2

1
(1 ) yd dy

r y e
dr drr

 

 

  

 
    

 
. (3) 

Крайова умова (2), яку задано на сфері 1x , зводиться до виг-

ляду  

(1) 1y  . 

Точка 0r   є особливою точкою рівняння (3). В такому випадку 

необхідно поставити умову обмеженості розв’язку при 0r  : 

(0)y   . 

Тоді крайова задача (1), (2) набуде вигляду 

 

1

2 2

2

1
(1 ) yd dy

r y e
dr drr

 

 

  

 
    

 
, 0 1r  , (4) 

 (0)y   , (1) 1y  . (5) 

Відомо [2], що ( )y r  є спадною функцією, і для неї виконується 

умова  

 1 ( ) 1y r    . (6) 

Заміною ( ) ( ) 1y r u r   крайова задача (4), (5) зводиться до виг-

ляду 

 2 2 1
2

1
( )

u

u
d du

r u e
dr drr



   
   

 
, 0 1r  , (7) 

 (0)u   , (1) 0u  , (8) 

а для функції ( )u r  умова (6) виглядатиме як 

 0 ( )u r   . (9) 

Функція Гріна задачі (7), (8) має вигляд 

 

1
, 0 ,

( , )
1

, 1.

s
r s

s
G r s

r
s r

r


 

 
  



 (10) 

Тоді задача (7), (8) еквівалентна інтегральному рівнянню Гамме-

рштейна 

 

( )1
2 ( ) 1

0

( ) ( , )( ( ))

u s

u su r Q r s u s e ds



    , (11) 

де 2( , ) ( , )Q r s s G r s . 

Функція ( , )Q r s  є додатною; її графік зображено на рис. 1. 
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Рис. 1. Графік функції ( , )Q r s  

Означення. Узагальненим розв’язком крайової задачі (7), (8) на-

звемо функцію * [0,1]u C , що є розв’язком інтегрального рівняння (11). 

У сенсі даного означення розуміється еквівалентність крайової 

задачі (7), (8) та інтегрального рівняння (11). 

Пов’яжемо з рівнянням (11) нелінійний інтегральний оператор, 

що діє у просторі [0,1]C  за наступним правилом: 

 

( )1
2 ( ) 1

0

( )( ) ( , )( ( ))

u s

u sT u r Q r s u s e ds



    . (12) 

Тоді рівняння (11) можна подати у вигляді ( )u T u . Дане рів-

няння розглядатимемо в банаховому просторі [0,1]C , напівупорядко-

ваному конусом K  невід’ємних на [0,1]C  функцій [9, 14]. 

Дослідимо деякі властивості оператора T . 

Оскільки ( , ) ( ( )) 0Q r s f u s   для всіх 0 u    і , [0,1]r s , то 

( )T u   для всіх u  , а отже, оператор T  є додатним (  – нульо-

вий елемент простору). 

Функція 1( ) ( )

u

uf u u e



    дозволяє діагональне подання 

ˆ( ) ( , )f u f u u , де 1ˆ ( , ) ( )

v

vf v w w e



   . Функція ˆ( , )f v w  зростає за v  
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і спадає за w . Тоді оператор (12) є гетеротонним оператором, для 

якого супутній оператор ˆ( , )T v w  діє за правилом 

 

( )1
2 ( ) 1

0

ˆ( , )( ) ( , )( ( ))

v s

v sT v w r Q r s w s e ds



    . (13) 

Супутній оператор (13) є монотонним за v  і антимонотонним за 

w , тобто: 

1 2
ˆ ˆ( , ) ( , )T v w T v w , якщо 1 2v v ; 

1 2
ˆ ˆ( , ) ( , )T v w T v w , якщо 1 2w w . 

В конусі K  для гетеротонного оператора T  виділимо сильно 

інваріантний конусний відрізок 0 0,v w   умовами 

 0 0 0
ˆ( , )T v w v , 0 0 0

ˆ( , )T w v w . (14) 

Оскільки (0) 0f  , то його кінці шукатимемо у вигляді 0 0v  , 

0w  , 0    . Тоді умови (14) набудуть вигляду: для всіх 

[0,1]r  

 

1
2

0

( ) ( , ) 0Q r s ds    , 

1
2 1

0

( , )e Q r s ds



    . (15) 

Через невід’ємність функції ( , )Q r s  перша з умов (15) завжди 

виконуватиметься. Другу ж умову можна записати у вигляді 
2

1

6
e






   , 

оскільки 

1 2

[0,1] [0,1]
0

1 1
max ( , ) max

6 6r r

r
Q r s ds

 


  . 

Отже, нерівність, що визначає   матиме вигляд 

 
2

1

6
e




 




  . (16) 

Для крайової задачі (7), (8) сформуємо ітераційний процес за 

формулами 

 

( 1)

( 1)

( )1
( ) 2 ( 1) 1 ( )

0

( ( , )[ ( )]

n

n

v s

n n v sv r Q r s w s e ds



 



    , 1,2,...n  , (17) 

 

( 1)

( 1)

( )1
( ) 2 ( 1) 1 ( )

0

( ( , )[ ( )]

n

n

w s

n n w sw r Q r s v s e ds



 



    , 1,2,...n  ,  (18) 
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 (0) ( 0v r  , (0) (w r   . (19) 

З урахуванням властивостей оператора T  та конуса K  можна 

зробити висновок [10], що ітераційний процес (17)-(19) з двох боків 

збігається до єдиного в конусі K  додатного розв’язку крайової за-

дачі (7), (8). Для найшвидшої збіжності ітерацій (17)-(19), очевидно, 

за   потрібно обрати найменше значення, що задовольняє нерів-

ність (16), тобто найменший корінь відповідного рівняння. 

Теорема. Нехай    ,    ,     і нерівність (16) має 

розв’язок   такий, що 0    . Тоді крайова задача 

2 1( )

u

uu u e



     , x ,  

0u


 , 

розглядувана в одиничній кулі 3
1 2 3{ ( , , ) : 1}x x x    x x , має 

єдиний додатний радіально-симетричний розв’язок 

 * * 2 2 2
1 2 3(u r u x x x    , 

до якого двобічно збігаються послідовні наближення, які формують-

ся за схемою (17)-(19). 

Двобічну збіжність послідовних наближень (17)-(19) розуміємо 

у сенсі виконання ланцюга нерівностей 
(0) (1) ( ) * ( ) (1) (0)0 ... ... ... ...n nv v v u w w w             . 

Оскільки процес (17)-(19) має двобічний характер збіжності, то 

він зупиняється за умови 

( ) ( )

[0,1]

1
max [ ( ) ( )]

2

k k

r
w r v r 


  . 

Тоді з точністю   за узагальнений розв’язок ( )u r
 задачі (7), (8) 

можна обрати функцію 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

2

k k
k w r v r

u r


 . 

Повертаючись до функції ( )y r , отримаємо узагальнений 

розв’язок задачі (4), (5) 
*( ) ( ) 1y r u r  . 

3. Результати обчислювального експерименту. Обчислюваль-

ний експеримент було проведено для задачі (4), (5) при різних зна-

ченням параметрів    ,    ,    . 
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При 0,5  , 50  , 0,1   збіжність з точністю 810  було до-

сягнуто за 7 ітерацій. При цьому 
(7) 1,00378075y  .  

На рис. 2 зображено графіки верхніх ( ) (kw r  (суцільна лінія) та 

нижніх ( ) (kv r  (пунктирна лінія) наближень. На рис. 3 наведено графік 

наближеного розв’язку (7)y r  , на рис. 4 – графік поверхонь рівня фун-

кції 
(7) 2 2 2

1 2 3y x x x     (з кроком 40,25 10 ).В таблиці 1 наведено зна-

чення наближеного розв’язку на відрізку [0,1]  з кроком 0,1. 

 
Рис. 2. Графіки верхніх і нижніх наближень  

 

Рис. 3. Графік наближеного розв’язку 
(7)

y r   
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Рис. 4. Поверхні рівня наближеного розв’язку 
(2) 2 2 2

1 2 3y x x x     

Таблиця 1 

Значення наближеного розв’язку (7)y  на відрізку [0,1]   

r  0 0,1 0,2 0,3 
(7)

( )y r  1,00378075 1,00374083 1,00362136 1,00342315 

r  0,4 0,5 0,6 0,7 
(7)

( )y r  1,00314752 1,00279632 1,00237182 1,00187673 

r  0,8 0,9 1,0  
(7)

( )y r  1,0013141 1,00068732 1,00000000  
 

Висновки. У даній статті було проведено чисельний аналіз реа-
кційно-дифузної моделі з кінетикою Арреніуса за допомогою методу 
двобічних наближень. Розглядався випадок з гетеротонною неліній-
ністю, представленою у вигляді добутку лінійної та показникової 
функцій. Знайдено додатний радіально-симетричний розв’язок пер-
шої крайової задачі. Результати, одержані в роботі, можна буде вико-
ристовувати для наступних досліджень прикладних задач математич-
ної фізики в нелінійних середовищах. Таким чином, ці результати 
мають наукову новизну та практичну значущість. 
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ANALYSIS BY THE METHOD OF TWO-SIDED 
APPROXIMATIONS OF A STATIONARY  

REACTION–DIFFUSION MODEL IN A SPHERICAL  
PELLET WITH ARRHENIUS KINETICS 

The paper analyzes, by means of the method of two-sided approxima-
tions, a stationary reaction–diffusion model in a spherical granule with Ar-
rhenius kinetics. 

The problem is considered in a spherical domain with a nonhomogene-
ous Dirichlet boundary condition on the boundary, which is transformed 
into a homogeneous one after an appropriate substitution. The nonlinearity 
is represented as the product of a linear and an exponential function. After 
transforming to the spherical coordinate system and taking radial sym-
metry into account (the solution depends only on the distance from the cen-
ter of the sphere and does not depend on the angular variables), the prob-
lem is reduced to a boundary value problem for a semilinear ordinary dif-
ferential equation. Since the pole of the spherical coordinate system is a 
singular point of the obtained equation, it is necessary to impose a bound-
edness condition on the solution at this point. 

For the problem under consideration, the Green’s function is construct-
ed, after which the problem is reduced to an equivalent integral equation, 
which is treated as a nonlinear operator equation in the Banach space of 
functions continuous on a segment and semiordered by the cone of 
nonnegative functions on this segment. The properties of the corresponding 
integral operator, such as heterotonicity and positivity, are investigated. 

Next, the endpoints of a strongly invariant conical segment are determined, 
serving as initial approximations for the iterative process. Then, two iterative 
processes are constructed. The first iterative sequence is nondecreasing with re-
spect to the cone (the sequence of lower approximations), while the second one 
is nonincreasing with respect to the cone (the sequence of upper approxima-
tions). At each iteration step, the current approximation is chosen as the arith-
metic mean of the upper and lower approximations, which makes it possible to 
obtain an a posteriori error estimate at every step of the iterative process. As a 
result, the existence and uniqueness of a positive radially symmetric solution to 
the considered problem are established. 

The theoretical results obtained in the paper were confirmed by means 
of a computational experiment. The results of the computational experi-
ment are presented graphically. 

Key words: Green’s function, Hammerstein integral equation, hetero-
tone operator, method of two-sided approximations, nonlinear boundary 
value problem, positive radially symmetric solution, reaction–diffusion 
system, semilinear elliptic equation with the Laplace operator, strongly in-
variant conical segment. 
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